
Mathematics in Modern Technical University
ISSN 2664-4258

Mathematics in Modern Technical University, 2021 (1), 61–73
10.20535/mmtu-2021.1-061

Вiдкрита Олiмпiада з математики
КПI iм. Iгоря Сiкорського, 2021. I тур

А. В. Сиротенко, В.В. Павленков, В. Ю. Богданський

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi
Iгоря Сiкорського”, Київ, Україна

(National Technical University of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”,
Kyiv, Ukraine)

Анотацiя

В цiй статтi наведено умови та розв’язки задач категорiй А i В першого туру
Вiдкритої Олiмпiади з математики КПI iм. Iгоря Сiкорського 2020/21 н.р. У зв’язку
з карантинними обмеженнями Олiмпiада проводилася в дистанцiйному режимi, що,
з одного боку, позначилося на кiлькостi учасникiв, а з iншого – дозволило залучити
до участi в Олiмпiадi студентiв iнших навчальних закладiв.
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1 Вступ
20 сiчня 2021 року вiдбувся I тур Вiдкритої Олiмпiади з математики КПI iм.
Iгоря Сiкорського 2020/21 н.р. У зв’язку з карантинними обмеженнями Олiмпiада
проводилася в дистанцiйному режимi, що, з одного боку, позначилося на кiлькостi
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учасникiв, а з iншого – дозволило залучити до участi в Олiмпiадi студентiв iнших
навчальних закладiв.

В I турi олiмпiади взяло участь 317 студентiв з 19 факультетiв та iнститутiв
КПI iм. Iгоря Сiкорського, а також 35 студентiв з 4 iнших навчальних закладiв, в
т.ч. КНУ iменi Тараса Шевченка, НаУКМА, ВНУ iменi Лесi Українки та МНУ
iменi В.О.Сухомлинського. Загальна кiлькiсть учасникiв I туру – 352 студента. Всi
учасники були роздiленi на три категорiї, а також на студентiв першого курсу та
старшокурсникiв.

В цiй статтi наведено умови та розв’язки задач категорiй А i В для першого i
старших курсiв.

2 Розв’язки задач категорiї А, 1 курс
1. Чи iснує послiдовнiсть додатних чисел (𝑎𝑛, 𝑛 ⩾ 1), для якої границя

lim
𝑛→∞

1√
𝑛

(︁𝑎1
𝑎2

+
𝑎2
𝑎3

+ . . .+
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
+

𝑎𝑛
𝑎1

)︁
є скiнченною?

Розв’язання. За нерiвнiстю Кошi
𝑎1
𝑎2

+
𝑎2
𝑎3

+ ·+ 𝑎𝑛
𝑎1

⩾ 𝑛.

Отже,
1√
𝑛

(︂
𝑎1
𝑎2

+
𝑎2
𝑎3

+ ·+ 𝑎𝑛
𝑎1

)︂
⩾

√
𝑛.

Оскiльки
√
𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞, то lim𝑛→∞

1√
𝑛

(︂
𝑎1
𝑎2

+
𝑎2
𝑎3

+ ·+ 𝑎𝑛
𝑎1

)︂
= +∞ для

будь-якої послiдовностi додатних чисел (𝑎𝑛, 𝑛 ⩾ 1).
Вiдповiдь: Не iснує.

2. Зобразити на комплекснiй площинi C множину всiх таких точок 𝑧, що для
будь-якого 𝑛 ∈ N виконується нерiвнiсть Re 𝑧𝑛 ⩾ 0.

Розв’язання. 𝑧 = 0, очевидно, пiдiйде. Нехай 𝑧 = 𝑟 · 𝑒𝑖𝜙, де 𝑟 > 0, −𝜋 < 𝜙 ⩽ 𝜋.
Якщо 𝜙 >

𝜋

2
або 𝜙 < −𝜋

2
, то таке 𝑧 не пiдiйде. Якщо −𝜋

2
⩽ 𝜙 < 0, то, очевидно,

iснує 𝑛 ∈ N, таке, що −𝜋 ⩽ 𝑛𝜙 < −𝜋

2
, тобто 𝑅𝑒 𝑧𝑛 < 0. Аналогiчно, якщо

0 < 𝜙 ⩽
𝜋

2
, то iснує 𝑛 ∈ N, таке, що

𝜋

2
< 𝑛𝜙 ⩽ 𝜋, тобто 𝑅𝑒 𝑧𝑛 < 0. Якщо 𝜙 = 0, то

таке 𝑧, очевидно, пiдiйде.
Вiдповiдь: 𝑧 ∈ R, 𝑧 ⩾ 0.

3. Послiдовнiсть (𝑏𝑛, 𝑛 ⩾ 0) задано рекурентним спiввiдношенням

𝑏𝑛+2 =
𝑏𝑛+1

𝑏𝑛 + 𝑏𝑛𝑏𝑛+1
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з початковими умовами 𝑏0 = 20, 𝑏1 = 21. Знайти 𝑏2021.
Розв’язання. Знайдемо 7 перших членiв послiдовностi: 𝑏0 = 20, 𝑏1 = 21, 𝑏2 =

21

440
, 𝑏3 =

1

461
, 𝑏4 =

20

441
, 𝑏5 = 20, 𝑏6 = 21. Оскiльки кожен член послiдовностi

визначається пепереднiми двома, то ця послiдовнiсть має перiод 5. Отже, 𝑏2021 =
𝑏1 = 21.

Вiдповiдь: 𝑏2021 = 21.

4. Знайти всi неперервнi на [0, 1] та диференцiйовнi на (0, 1) функцiї 𝑓 такi, що
𝑓(0) = 0 та |𝑓 ′(𝑥)| ⩽ |𝑓(𝑥)| для всiх 𝑥 ∈ (0, 1).

Розв’язання. Функцiя 𝑓(𝑥) = 0, очевидно, задовольняє умову. Припустимо, що
𝑓(𝑎) ̸= 0 для деякого 𝑎 ∈ (0, 1]. В силу неперервностi 𝑓 можна вважати, що 𝑎 < 1.

Тодi за теоремою Лагранжа ∃ 𝑎1 ∈ (0, 𝑎), що 𝑓 ′(𝑎1) =
𝑓(𝑎)

𝑎
. Тодi |𝑓(𝑎1)| ⩾

|𝑓(𝑎)|
|𝑎|

.

Аналогiчно, ∃ 𝑎2 ∈ (0, 𝑎1), що |𝑓(𝑎2)| ⩾
|𝑓(𝑎1)|
|𝑎1|

⩾
|𝑓(𝑎)|
|𝑎|2

. Оскiльки
|𝑓(𝑎)|
|𝑎|𝑛

→ ∞,

𝑛 → ∞, то, продовжуючи, отримаємо, що 𝑓 необмежена на [0, 1], що неможливо.
Протирiччя.

Вiдповiдь: 𝑓(𝑥) = 0.

5. У просторi на вiдстанi одна вiд одної розташовано двi кулi з центрами 𝑂1 та
𝑂2 i радiусами 𝑅1 та 𝑅2. Де на вiдрiзку 𝑂1𝑂2 (але зовнi куль) потрiбно встано-
вити джерело свiтла, щоб сумарна площа освiтлених частин обох сфер набула
максимального значення? Вiдповiдь подати у виглядi вiдношення, в якому точка
розташування джерела має дiлити вiдрiзок 𝑂1𝑂2.

Розв’язання. Скористаємось формулою для обчислення площi сферичного
сегменту: 𝑆 = 2𝜋𝑟ℎ, де 𝑟 - радiус сфери, ℎ - висота сегменту. Нехай 𝑥 - вiдстань вiд
джерела свiтла до 𝑂1, 𝑦 - вiдстань вiд джерела свiтла до 𝑂2; 𝑥+𝑦 = |𝑂1𝑂2| = 𝑙. Тодi

висота сегменту освiтлення першої сфери дорiвнює 𝑅1−
𝑅2

1

𝑥
; отже, площа освiтленої

частини першої сфери дорiвнює 2𝜋𝑅1

(︂
𝑅1 −

𝑅2
1

𝑥

)︂
, а сумарна площа освiтлених

частин обох сфер дорiвнює 2𝜋(𝑅2
1 +𝑅2

2)− 2𝜋

(︂
𝑅3

1

𝑥
+

𝑅3
2

𝑦

)︂
. Отже, потрiбно знайти

мiнiмум функцiї 𝑓(𝑥) =
𝑅3

1

𝑥
+

𝑅3
2

𝑙 − 𝑥
. Її похiдна 𝑓 ′(𝑥) =

𝑅3
2

(𝑙 − 𝑥)2
− 𝑅3

1

𝑥2
дорiвнює 0

при
(𝑙 − 𝑥)2

𝑥2
=

𝑅3
2

𝑅3
1

. Отже, шукане вiдношення
𝑅

3/2
1

𝑅
3/2
2

.

Вiдповiдь:
𝑅

3/2
1

𝑅
3/2
2

.
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6. Для натуральних чисел 𝑖 та 𝑗 позначимо через 𝜎𝑖,𝑗 суму їх спiльних дiльникiв:

𝜎𝑖,𝑗 =
∑︁
𝑖,𝑗 ... 𝑑

𝑑.

Наприклад, 𝜎8,12 = 1 + 2 + 4 = 7. Обчислити визначник⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜎1,1 𝜎1,2 . . . 𝜎1,𝑛
𝜎2,1 𝜎2,2 . . . 𝜎2,𝑛
... ... . . . ...

𝜎𝑛,1 𝜎𝑛,2 . . . 𝜎𝑛,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Розв’язання. Позначимо 𝑎𝑖,𝑘 = 𝑘, якщо 𝑖
... 𝑘, i 𝑎𝑖,𝑘 = 0, якщо нi. Позначимо 𝑏𝑘,𝑗 =

1, якщо 𝑗
... 𝑘, i 𝑏𝑘,𝑗 = 0, якщо нi. Тодi 𝜎𝑖,𝑗 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑘𝑏𝑘,𝑗. Позначимо 𝐴 = ||𝑎𝑖,𝑘||𝑖,𝑘=1,...,𝑛,

𝐵 = ||𝑏𝑘,𝑗||𝑘,𝑗=1,...,𝑛. Тодi матриця, визначник якої треба знайти, дорiвнює 𝐴𝐵, i її
визначник det(𝐴𝐵) = det(𝐴) · det(𝐵). Обидвi цi матрицi є трикутними; 𝑎𝑘,𝑘 = 𝑘,
𝑏𝑘,𝑘 = 1, ∀ 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Отже, det(𝐴) = 𝑛!, det(𝐵) = 1, det(𝐴𝐵) = 𝑛!.

Вiдповiдь: 𝑛!

3 Розв’язки задач категорiї А, старшi курси

1. Обчислити iнтеграл
1∫︁

0

{4042𝑥}
{2021𝑥}

d𝑥,

де фiгурними дужками позначено дробову частину.

Розв’язання. Позначимо 𝑓(𝑥) =
{4042𝑥}
{2021𝑥}

.

Тодi ∀𝑥 ∈ R виконується 𝑓

(︂
𝑥+

1

2021

)︂
= 𝑓(𝑥).

Отже,
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2021
1/2021∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2021

(︃
1/4042∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
2/4042∫︀
1/4042

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︃
.

Якщо 𝑥 ∈ (0, 1/4042), то 𝑓(𝑥) = 2.

Якщо 𝑥 ∈ (1/4042, 2/4042), то 𝑓(𝑥) =
4042𝑥− 1

2021𝑥
= 2− 1

2021𝑥
.

Отже,
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2−
2/4042∫︀
1/4042

𝑑𝑥

𝑥
= 2− ln 2.

Вiдповiдь: 2− ln 2.
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2. Знайти всi комплекснозначнi диференцiйовнi функцiї 𝑧 : R → C, що задоволь-
няють задачу Кошi {︃

𝑧′(𝑡) = 𝑧(𝑡) · 𝑧(𝑡),
𝑧(0) = i.

Розв’язання. Нехай 𝑧(𝑡) = 𝑢(𝑡)+𝑖𝑣(𝑡). Тодi за умовою 𝑢′(𝑡)+𝑖𝑣′(𝑡) = 𝑢2+𝑣2 ∈ R,
звiдки 𝑣(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Оскiльки 𝑣(0) = 1, то 𝑧(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑖 i 𝑢′(𝑡) = 𝑢2(𝑡) + 1, 𝑢(0) = 0.
Ця задача Кошi має розв’язок 𝑢(𝑡) = tg(𝑡).
Отже, 𝑧(𝑡) = tg(𝑡) + 𝑖.
Вiдповiдь: 𝑧(𝑡) = tg(𝑡) + 𝑖.

3. Послiдовнiсть (𝑏𝑛, 𝑛 ⩾ 0) задано рекурентним спiввiдношенням

𝑏𝑛+2 =
𝑏𝑛+1

𝑏𝑛 + 𝑏𝑛𝑏𝑛+1

з початковими умовами 𝑏0 = 20, 𝑏1 = 21. Визначити область збiжностi та суму
степеневого ряду

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛.

Розв’язання. Знайдемо 7 перших членiв послiдовностi: 𝑏0 = 20, 𝑏1 = 21, 𝑏2 =
21

440
, 𝑏3 =

1

461
, 𝑏4 =

20

441
, 𝑏5 = 20, 𝑏6 = 21.

Оскiльки кожен член послiдовностi визначається пепереднiми двома, то ця
послiдовнiсть має перiод 5.

Позначимо 𝑃 (𝑥) =
4∑︀

𝑛=0
𝑏𝑛𝑥

𝑛. Тодi
∞∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛 = 𝑃 (𝑥) ·

∞∑︀
𝑛=0

𝑥5𝑛.

Цей ряд збiгається при 𝑥 ∈ (−1, 1). При 𝑥 ∈ (−1, 1) сума ряду дорiвнює

∞∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛 = 𝑃 (𝑥) ·

∞∑︀
𝑛=0

𝑥5𝑛 =
𝑃 (𝑥)

1− 𝑥5
=

20 + 21𝑥+
21

440
𝑥2 +

1

461
𝑥3 +

20

441
𝑥4

1− 𝑥5
.

Вiдповiдь: Область збiжностi (−1, 1),

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛 =

20 + 21𝑥+
21

440
𝑥2 +

1

461
𝑥3 +

20

441
𝑥4

1− 𝑥5

4. Обчислити подвiйний iнтеграл∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2) d𝑥d𝑦.
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Розв’язання. Помiтимо, що∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +
1

2

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Очевидно, другий iнтеграл по областi 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 9 дорiвнює 0, оскiльки sin(𝑥2−
𝑦2) + sin(𝑦2 − 𝑥2) = 0.

Знайдемо перший iнтеграл. Зробимо полярну замiну координат:
∫︀∫︀

𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 +

𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
2𝜋∫︀
0

𝑑𝜙
3∫︀
0

𝑟 sin(𝑟2)𝑑𝑟 = 𝜋
9∫︀
0

sin(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜋(1− cos 9).

Отже,
∫︀∫︀

𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋
2 (1− cos 9).

Вiдповiдь:
∫︀∫︀

𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋
2 (1− cos 9).

5. У просторi на вiдстанi одна вiд одної розташовано двi кулi з центрами 𝑂1 та
𝑂2 i радiусами 𝑅1 та 𝑅2. Де на вiдрiзку 𝑂1𝑂2 (але зовнi куль) потрiбно встано-
вити джерело свiтла, щоб сумарна площа освiтлених частин обох сфер набула
максимального значення? Вiдповiдь подати у виглядi вiдношення, в якому точка
розташування джерела має дiлити вiдрiзок 𝑂1𝑂2.

Розв’язання. Скористаємось формулою для обчислення площi сферичного
сегменту: 𝑆 = 2𝜋𝑟ℎ, де 𝑟 - радiус сфери, ℎ - висота сегменту.

Нехай 𝑥 - вiдстань вiд джерела свiтла до 𝑂1, 𝑦 - вiдстань вiд джерела свiтла до
𝑂2; 𝑥+𝑦 = |𝑂1𝑂2| = 𝑙. Тодi висота сегменту освiтлення першої сфери дорiвнює 𝑅1−
𝑅2

1

𝑥
; отже, площа освiтленої частини першої сфери дорiвнює 2𝜋𝑅1

(︂
𝑅1 −

𝑅2
1

𝑥

)︂
, а

сумарна площа освiтлених частин обох сфер дорiвнює 2𝜋(𝑅2
1+𝑅2

2)−2𝜋

(︂
𝑅3

1

𝑥
+

𝑅3
2

𝑦

)︂
.

Отже, потрiбно знайти мiнiмум функцiї 𝑓(𝑥) =
𝑅3

1

𝑥
+

𝑅3
2

𝑙 − 𝑥
.

Її похiдна 𝑓 ′(𝑥) =
𝑅3

2

(𝑙 − 𝑥)2
− 𝑅3

1

𝑥2
дорiвнює 0 при

(𝑙 − 𝑥)2

𝑥2
=

𝑅3
2

𝑅3
1

.

Отже, шукане вiдношення
𝑅

3/2
1

𝑅
3/2
2

.

Вiдповiдь:
𝑅

3/2
1

𝑅
3/2
2

.

6. Для натуральних чисел 𝑖 та 𝑗 позначимо через 𝜎𝑖,𝑗 суму величин, обернених до
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їх спiльних дiльникiв:

𝜎𝑖,𝑗 =
∑︁
𝑖,𝑗 ... 𝑑

1

𝑑
.

Наприклад, 𝜎8,12 = 1 + 1
2 +

1
4 =

7
4 . Обчислити визначник⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜎1,1 𝜎1,2 . . . 𝜎1,𝑛
𝜎2,1 𝜎2,2 . . . 𝜎2,𝑛
... ... . . . ...

𝜎𝑛,1 𝜎𝑛,2 . . . 𝜎𝑛,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Розв’язання. Позначимо 𝑎𝑖,𝑘 =
1

𝑘
, якщо 𝑖

... 𝑘, i 𝑎𝑖,𝑘 = 0, якщо нi. Позначимо

𝑏𝑘,𝑗 = 1, якщо 𝑗
... 𝑘, i 𝑏𝑘,𝑗 = 0, якщо нi. Тодi 𝜎𝑖,𝑗 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑘𝑏𝑘,𝑗.

Позначимо 𝐴 = ||𝑎𝑖,𝑘||𝑖,𝑘=1,...,𝑛, 𝐵 = ||𝑏𝑘,𝑗||𝑘,𝑗=1,...,𝑛. Тодi матриця, визначник якої
треба знайти, дорiвнює 𝐴𝐵, i ї ї визначник det(𝐴𝐵) = det(𝐴) · det(𝐵).

Обидвi цi матрицi є трикутними; 𝑎𝑘,𝑘 =
1

𝑘
, 𝑏𝑘,𝑘 = 1, ∀ 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

Отже, det(𝐴) =
1

𝑛!
, det(𝐵) = 1, det(𝐴𝐵) =

1

𝑛!
.

Вiдповiдь:
1

𝑛!

4 Розв’язки задач категорiї В, 1 курс
1. Послiдовнiсть 𝑎𝑛, 𝑛 ⩾ 1, задано рекурентно

𝑎𝑛+2 =
𝑎𝑛+1 + 1

𝑎𝑛
, 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 2021.

Знайдiть 𝑎2021.
Розв’язання. Знайшовши першi 7 елементiв послiдовностi, можемо побачити,

що 𝑎6 = 𝑎1 = 2 та 𝑎7 = 𝑎2 = 2021.
Оскiльки кожен наступний член послiдовностi залежить лише вiд двох по-

переднiх, можемо зробити висновок, що послiдовнiсть перiодична з перiодом 5
елементiв.

Таким чином, 𝑎2021 = 𝑎1 = 2.
Вiдповiдь: 𝑎2021 = 2.

2. Для фiксованого 𝑛 > 1 розглянемо набiр дробових чисел вигляду

0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . 𝑎𝑛,



A.V. Syrotenko, V.V. Pavlenkov, V.Yu. Bogdanskii (2021) 68

що мiстять рiвно 𝑛 цифр пiсля коми, цифри 𝑎𝑖 можуть приймати значення лише 0
та 1 (𝑎𝑛 = 1). Нехай 𝑥𝑛 — кiлькiсть чисел в такому наборi, а 𝑦𝑛 — сума усiх чисел
набору. Знайдiть

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑦𝑛

.

Розв’язання. Позначимо через 𝑀𝑛 даний в умовi набiр чисел. Кiлькiсть еле-
ментiв множини 𝑀𝑛 рiвна кiлькостi всеможливих наборiв чисел 0 та 1 довжини
𝑛− 1, отже 𝑥𝑛 = 2𝑛−1. Кожне число множини 𝑀𝑛 можна подати у виглядi:

0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . 𝑎𝑛 =

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 ·
1

10𝑘

)︃
+

1

10𝑛
,

при цьому для 𝑘 = 1, 𝑛− 1 рiвно половина серед всiх 2𝑛−1 чисел множини 𝑀𝑛

мають цифру 𝑎𝑘 = 1, а iнша половина — 0. Тому

𝑦𝑛 = 2𝑛−2
𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

10𝑘
+

2𝑛−1

10𝑛
=

2𝑛−1

18

(︂
1− 1

10𝑛−1

)︂
+

2𝑛−1

10𝑛
.

Отже,

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑦𝑛

= lim
𝑛→∞

(︂
1

18

(︂
1− 1

10𝑛−1

)︂
+

1

10𝑛

)︂
=

1

18
.

Вiдповiдь: 1
18 .

3. Усi стовпцi та рядки матрицi A — арифметичнi прогресiї. Знайти елемент 𝑎14,
якщо

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
* 9 * *
* * 8 *
* * * 5
1 * * *

⎞⎟⎟⎠ .

Зiрочкою позначенi невiдомi елементи матрицi 𝐴.
Розв’язання. З умови задачi слiдує, що

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 + 3𝑏 1 + 𝑎+ 3𝑐 1 + 2𝑎+ 6𝑐− 3𝑐 1 + 3𝑎+ 9𝑐− 6𝑏
1 + 2𝑏 1 + 𝑎+ 2𝑐 1 + 2𝑎+ 4𝑐− 2𝑏 1 + 3𝑎+ 6𝑐− 4𝑏
1 + 𝑏 1 + 𝑎+ 𝑐 1 + 2𝑎+ 2𝑐− 𝑏 1 + 3𝑎+ 3𝑐− 2𝑏
1 1 + 𝑎 1 + 2𝑎 1 + 3𝑎

⎞⎟⎟⎠ .

Звiдси отримаємо систему рiвнянь для знаходження невiдомих чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎+ 3𝑐 = 8,

2𝑎− 2𝑏+ 4𝑐 = 7,

3𝑎− 2𝑏+ 3𝑐 = 4.
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Розв’язок системи
(︀
−1

4 ,
7
4 ,

11
4

)︀
. Тому 𝑎14 = 1 + 3𝑎+ 9𝑐− 6𝑏 = 14, 5.

Вiдповiдь: 14, 5.

4. Нехай 𝐹1 та 𝐹2 — фокуси елiпса 𝑥2

9 + 𝑦2

4 = 1, а 𝑃 — така точка елiпса, що
𝑃𝐹1 : 𝑃𝐹2 = 2 : 1. Знайти площу трикутника 𝑃𝐹1𝐹2.

Розв’язання. За фокальною властивiстю елiпса 𝑃𝐹1 + 𝑃𝐹2 = 2𝑎 = 6. Звiдси та
з рiвностi 𝑃𝐹1 : 𝑃𝐹2 = 2 : 1 випливає, що 𝑃𝐹1 = 4, 𝑃𝐹1 = 2. Також вiдмiтимо, що
𝐹1𝐹2 = 2𝑐 = 2

√
9− 4 = 2

√
5. Помiтимо, що 𝑃𝐹 2

1 +𝑃𝐹 2
2 = 𝐹1𝐹

2
2 , а тому трикутник

𝑃𝐹1𝐹2 — прямокутний. Отже 𝑆 = 1
2𝑃𝐹1 · 𝑃𝐹2 = 4.

Вiдповiдь: 4.

5. Нехай 𝑓(𝑥) = 𝑥100 + 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥100 + 2𝑥99 + 3𝑥98 + . . .+ 100𝑥+ 101. Розглянемо
функцiю

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(98)(𝑥)− 𝑓 ′′′(𝑥) · 𝑔(97)(𝑥) + . . .+ 𝑓 (100)(𝑥) · 𝑔(𝑥),

де 𝑓 (𝑛) — похiдна порядку 𝑛. Знайти ℎ(20202021).
Розв’язання. Знайдемо похiдну функцiї ℎ(𝑥):

ℎ′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥) + 𝑓(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)− 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)+

+𝑓 ′′′(𝑥) · 𝑔(98)(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥)− ...+

+𝑓 (101)(𝑥) · 𝑔(𝑥) + 𝑓 (100)(𝑥) · 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) · 𝑔(101)(𝑥) + 𝑓 (101)(𝑥) · 𝑔(𝑥) = 0.

Звiдси, ℎ(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 i

ℎ
(︀
20202021

)︀
= ℎ(0) = 𝑓(0) · 𝑔(100)(0) + 𝑓 (100)(0) · 𝑔(0) = 100! + 100! · 101 = 102 · 100!

Вiдповiдь: ℎ(20202021) = 102 · 100!

6. Знайти значення виразу

12

1! · 2020!
+

22

2! · 2019!
+

32

3! · 2018!
+ . . .+

20212

2021! · 0!
.

Розв’язання. Перепишемо вираз у виглядi:

𝑀 =
1

2021!

(︂
02

2021!

0! · 2020!
+ 12

2021!

1! · 2020!
+ 22

2021!

2! · 2019!
+ . . .+ 20212

2021!

2021! · 0!

)︂
=

=
1

2021!

2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2.
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Для знаходження отриманої суми можна розглянути випадкову величину Бернуллi
𝜉 з параметрами 𝑝 = 1

2 , 𝑛 = 2021. Її числовi характеристики E𝜉 = 𝑛𝑝 = 2021
2 ,

D𝜉 = 𝑛𝑝𝑞 = 2021
4 . Тому

E𝜉2 =
2021

4
+

(︂
2021

2

)︂2

=
2021 + 20212

4
=

2043231

2
.

Отже,

E𝜉2 =
1

22021

2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2 =
2043231

2
.

Тому
2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2 = 22020 · 2043231

та 𝑀 = 22020·2043231
2021! .

Вiдповiдь: 22020·2043231
2021! .

5 Розв’язки задач категорiї В, старшi курси
1. Знайти неперервну функцiю 𝑓, яка задовольняє рiвнiсть

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R.

Розв’язання. Зробимо замiну 𝑥𝑡 = 𝑧 в iнтегралi. Рiвняння набуде вигляду:

𝑓(𝑥) = 𝑥2 +
2

𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧, 𝑥 ∈ R.

Вiдмiтимо, що 𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥),
∫︀ 𝑥

0 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐹 (𝑥).
Отже, для функцiї 𝐹 справедливе наступне лiнiйне диференцiальне рiвняння

𝐹 ′ − 2

𝑥
𝐹 = 𝑥2.

Його розв’язок 𝐹 (𝑥) = 𝑥3 + 𝐶𝑥2, звiдки 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ R.
Пiдстановкою можна впевнитися, що пiдходять всi значення сталої 𝑎 ∈ R.
Вiдповiдь: 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ R.

2. Для фiксованого 𝑛 > 1 розглянемо набiр дробових чисел вигляду

0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . 𝑎𝑛,
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що мiстять рiвно 𝑛 цифр пiсля коми, цифри 𝑎𝑖 можуть приймати значення лише 0
та 1 (𝑎𝑛 = 1). Нехай 𝑥𝑛 — кiлькiсть чисел в такому наборi, а 𝑦𝑛 — сума усiх чисел
набору. Знайдiть

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑦𝑛

.

Розв’язання. Позначимо через 𝑀𝑛 даний в умовi набiр чисел. Кiлькiсть еле-
ментiв множини 𝑀𝑛 рiвна кiлькостi всеможливих наборiв чисел 0 та 1 довжини
𝑛− 1, отже 𝑥𝑛 = 2𝑛−1. Кожне число множини 𝑀𝑛 можна подати у виглядi:

0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . 𝑎𝑛 =

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 ·
1

10𝑘

)︃
+

1

10𝑛
,

при цьому для 𝑘 = 1, 𝑛− 1 рiвно половина серед всiх 2𝑛−1 чисел множини 𝑀𝑛

мають цифру 𝑎𝑘 = 1, а iнша половина — 0. Тому

𝑦𝑛 = 2𝑛−2
𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

10𝑘
+

2𝑛−1

10𝑛
=

2𝑛−1

18

(︂
1− 1

10𝑛−1

)︂
+

2𝑛−1

10𝑛
.

Отже,

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑦𝑛

= lim
𝑛→∞

(︂
1

18

(︂
1− 1

10𝑛−1

)︂
+

1

10𝑛

)︂
=

1

18
.

Вiдповiдь: 1
18 .

3. Знайти область збiжностi ряду

∞∑︁
𝑛=1

(𝑥− 1)𝑛 arccos2
√︂

𝑛

𝑛+ 1
.

Розв’язання. Вiдмiтимо, що

lim
𝑥→1−

arccos 𝑥√︀
2(1− 𝑥)

= 1.

Тому arccos2
√︀

𝑛
𝑛+1 ∼ 2

(︀
1−

√︀
𝑛

𝑛+1

)︀
∼ 1

𝑛 , 𝑛 → ∞. Далi очевидно, що областю
збiжностi степеневого ряду є iнтервал [0, 2).

Вiдповiдь: [0, 2).

4. Обчислити ∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦.
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Розв’язання. Помiтимо, що∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +
1

2

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

Очевидно, другий iнтеграл по областi 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 9 дорiвнює 0, оскiльки sin(𝑥2−
𝑦2) + sin(𝑦2 − 𝑥2) = 0.

Знайдемо перший iнтеграл. Зробимо полярну замiну координат:

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

3∫︁
0

𝑟 sin(𝑟2)𝑑𝑟 = 𝜋

9∫︁
0

sin(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜋(1− cos 9).

Отже,
∫︀∫︀

𝑥2+𝑦2⩽9

sin(𝑥2) cos(𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋
2 (1− cos 9).

Вiдповiдь: 𝜋
2 (1− cos 9).

5. Нехай 𝑓(𝑥) = 𝑥100 + 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥100 + 2𝑥99 + 3𝑥98 + . . .+ 100𝑥+ 101. Розглянемо
функцiю

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(98)(𝑥)− 𝑓 ′′′(𝑥) · 𝑔(97)(𝑥) + . . .+ 𝑓 (100)(𝑥) · 𝑔(𝑥),

де 𝑓 (𝑛) — похiдна порядку 𝑛. Знайти ℎ(20202021).
Розв’язання. Знайдемо похiдну функцiї ℎ(𝑥):

ℎ′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥) + 𝑓(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)− 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥) · 𝑔(100)(𝑥)+

+𝑓 ′′′(𝑥) · 𝑔(98)(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥) · 𝑔(99)(𝑥)− ...+

+𝑓 (101)(𝑥) · 𝑔(𝑥) + 𝑓 (100)(𝑥) · 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) · 𝑔(101)(𝑥) + 𝑓 (101)(𝑥) · 𝑔(𝑥) = 0.

Звiдси, ℎ(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 i

ℎ
(︀
20202021

)︀
= ℎ(0) = 𝑓(0) · 𝑔(100)(0) + 𝑓 (100)(0) · 𝑔(0) = 100! + 100! · 101 = 102 · 100!

Вiдповiдь: ℎ(20202021) = 102 · 100!

6. Знайти значення виразу

12

1! · 2020!
+

22

2! · 2019!
+

32

3! · 2018!
+ . . .+

20212

2021! · 0!
.

Розв’язання. Перепишемо вираз у виглядi:

𝑀 =
1

2021!

(︂
02

2021!

0! · 2020!
+ 12

2021!

1! · 2020!
+ 22

2021!

2! · 2019!
+ . . .+ 20212

2021!

2021! · 0!

)︂
=
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=
1

2021!

2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2.

Для знаходження отриманої суми можна розглянути випадкову величину Бернуллi
𝜉 з параметрами 𝑝 = 1

2 , 𝑛 = 2021. Її числовi характеристики E𝜉 = 𝑛𝑝 = 2021
2 ,

D𝜉 = 𝑛𝑝𝑞 = 2021
4 . Тому

E𝜉2 =
2021

4
+

(︂
2021

2

)︂2

=
2021 + 20212

4
=

2043231

2
.

Отже,

E𝜉2 =
1

22021

2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2 =
2043231

2
.

Тому
2021∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2021𝑘

2 = 22020 · 2043231

та 𝑀 = 22020·2043231
2021! .

Вiдповiдь: 22020·2043231
2021! .
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Abstract. This article provides the conditions and solutions to the problems of categories
A and B of the first round of the Open Mathematical Olympiad conducted at Igor Sikorsky Kyiv
Polytechnic Institute in 2020/2021 academic year. Due to the quarantine restrictions, the Olympiad
was held remotely, which, on the one hand, affected the number of participants, and on the other,
allowed students from other educational institutions to participate in the Olympiad.
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