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1 Вступ

Метою статтi є класифiкувати випадки ефективного використання методу iнте-
грування частинами в невизначеному й визначеному iнтегралах i пропагування
табличного способу запису багаторазового iнтегрування частинами. Метод iнте-
грування частинами в невизначеному iнтегралi базується на формулi∫︁

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −
∫︁

𝑣𝑑𝑢, (1)

де функцiї 𝑢(𝑥) та 𝑣(𝑥) є неперервно диференцiйовними в деякому промiжку (𝑎; 𝑏).

Формулу (1) можна ще переписати так:∫︁
𝑢𝑣′𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 −

∫︁
𝑣𝑢′𝑑𝑥.

Отже, iнтегрування частинами перетворює iнтегрування виразу 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣′𝑑𝑥 в
iнтегрування виразу 𝑣𝑑𝑢 = 𝑣𝑢′𝑑𝑥.

Застосовуючи iнтегрування частинами в iнтегралi, доводиться розбивати пi-
дiнтегральний вираз на два множники: 𝑢(𝑥) та 𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣(𝑥), з яких, пiд час
переходу до iнтеграла у правiй частинi, перший диференцiюють, а другий iнте-
грують. Оскiльки iнтегрується частина пiдiнтегрального виразу, то звiдси i назва
методу — iнтегрування частинами. Треба намагатись, щоб iнтегрування дифе-
ренцiала 𝑑𝑣 не викликало труднощiв i щоб замiна 𝑢 на 𝑑𝑢 i 𝑑𝑣 на 𝑣 в сукупностi
спрощувала пiдiнтегральний вираз.

Маючи певний досвiд iнтегрування, пiд час iнтегрування частинами можна не
запроваджувати позначення 𝑢 та 𝑣, а користуватись формулою∫︁

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑢(𝑥)𝑑𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)−

∫︁
𝑣(𝑥)𝑑𝑢(𝑥).

Примiром, ∫︁
(2𝑥− 3) sin𝑥𝑑𝑥 =

∫︁
(2𝑥− 3)𝑑(− cos𝑥) =

= (2𝑥− 3)(− cos𝑥)−
∫︁

(− cos𝑥) · 2𝑑𝑥 =

= (3− 2𝑥) cos𝑥+ 2

∫︁
cos𝑥𝑑𝑥 = (3− 2𝑥) cos𝑥+ 2 sin𝑥+ 𝐶.
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2 Табличний запис одноразового iнтегрування ча-
стинами

Реалiзацiю формули iнтегрування частинами можна записати в табличному виглядi
так:∫︁

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
𝑢 = 𝑢(𝑥) 𝑑𝑣 = 𝑣′(𝑥)𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 𝑣 = 𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)−

∫︁
𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥,

або, схематичнiше

Знак Похiдна 𝑢(𝑥) Первiсна 𝑣′(𝑥)
+ → 𝑢(𝑥) ↘ 𝑣′(𝑥)
− → 𝑢′(𝑥) → 𝑣(𝑥)

Стрiлки вказують на множення функцiй; перший член +𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) йде поза iнте-
гралом, другий член −𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)— пiд знаком iнтеграла.

Примiром, ∫︁
(2𝑥− 3) sin𝑥𝑑𝑥 =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒Знак Похiдна 𝑢 Первiсна 𝑣′

+ → 2𝑥− 3 ↘ sin𝑥
− → 2 → − cos𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= (2𝑥− 3)(− cos𝑥)−
∫︁

2(− cos𝑥)𝑑𝑥 =

= (3− 2𝑥) cos𝑥+ 2

∫︁
cos𝑥𝑑𝑥 = (3− 2𝑥) cos𝑥+ 2 sin𝑥+ 𝐶.

Рекурентнi формули. Поєднуючи одноразове iнтегрування частинами з
перетворенням пiдiнтегрального виразу, можна одержати рекурентнi формули,
примiром, для iнтегралiв:∫︁

sin𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,

∫︁
cos𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,

∫︁
sh𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,

∫︁
ch𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,∫︁

sin𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)cos𝑚(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,

∫︁
sh𝑛(𝑘𝑥+ 𝑏)ch𝑚(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥,

𝑛 ∈ N,𝑚 ∈ N.

У статтi (Trofymenko & Fedorova, 2016) виведено рекурентну формулу для iнтеграла

𝐼𝑛 =

∫︁
sh𝑛𝑥𝑑𝑥 =

∫︁
sh𝑛−1𝑥 · sh𝑥𝑑𝑥.
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Iнтегруючи частинами, дiстаємо спiввiдношення:

Знак Похiдна 𝑢 Первiсна 𝑣′

+ → 𝑢(𝑥) = sh𝑛−1𝑥 ↘ 𝑣′(𝑥) = sh𝑥
− → 𝑢′(𝑥) = (𝑛− 1)sh𝑛−2𝑥 ch𝑥 → 𝑣(𝑥) = ch𝑥

Тобто
𝐼𝑛 = sh𝑛−1𝑥 · ch𝑥−

∫︁
(𝑛− 1)sh𝑛−2𝑥 · ch2𝑥𝑑𝑥.

Оскiльки ch2𝑥 = 1 + sh2𝑥, то:

𝐼𝑛 = sh𝑛−1𝑥 · ch𝑥− (𝑛− 1)

∫︁
sh𝑛−2𝑥 · (1 + sh2𝑥)𝑑𝑥 =

= sh𝑛−1𝑥 · ch𝑥− (𝑛− 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛− 1)𝐼𝑛.

Отже,

𝐼𝑛 =
1

𝑛
sh𝑛−1𝑥 · ch𝑥− 𝑛− 1

𝑛
𝐼𝑛−2.

3 Табличний запис багаторазового iнтегрування
частинами

Пiсля 𝑛-кратного iнтегрування частинами в iнтегралi
∫︀
𝑢𝑣′𝑑𝑥 дiстаємо узагальнену

формулу iнтегрування частинами (Fikhtengolz, 2009)∫︁
𝑢𝑣′𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 − 𝑢′𝑣(−1) + 𝑢′′𝑣(−2) − . . .+ (−1)𝑛𝑢(𝑛)𝑣(−𝑛)+

+(−1)𝑛+1

∫︁
𝑢(𝑛+1)𝑣(−𝑛)𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑢(𝑘)𝑣(−𝑘) + (−1)𝑛+1

∫︁
𝑢(𝑛+1)𝑣(−𝑛)𝑑𝑥,

(2)

де 𝑣(−1), 𝑣(−2), . . . , 𝑣(−𝑛) вiдповiдно первiснi функцiй 𝑣, 𝑣(−1), . . . , 𝑣(−𝑛+1).
Для формули (2) можна записати такi правила.
1. Iнтеграл вiд добутку двох функцiй дорiвнює сумi зiнтегрованої частини, яка

мiстить членiв, i додаткового iнтеграла. Знаки всiх членiв чергуються, починаючи
зi знаку «плюс».

2. Перший член дорiвнює добутку одного iз множникiв пiдiнтегральної функцiї
на первiсну вiд другого множника.

3. Кожен наступний член зiнтегрованої частини також є добутком двох мно-
жникiв, якi дiстають з попереднього члена за тим самим правилом: множник,
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одержаний диференцiювання ще раз диференцiюють, а другий множник iнтегру-
ють.

Пiдiнтегральну функцiю додаткового iнтеграла дiстають з останнього члена
зiнтегрованої частини так: множник, одержаний iнтегруванням, переписують без
змiн, другий множник диференцiюють. Перед iнтегралом ставлять належний знак.

Знаходження послiдовних похiдних i первiсних зручно оформлювати в табли-
чному виглядi, що водночас зменшить i кiлькiсть можливих помилок.

Знак Похiднi 𝑢 Первiснi 𝑣′
+ → 𝑢 ↘ 𝑣′

− → 𝑢′ ↘ 𝑣
+ → 𝑢′′ ↘ 𝑣(−1)

... ... .... .... ...
(−1)𝑛 → 𝑢(𝑛) ↘ 𝑣(−𝑛+1)

(−1)𝑛+1 → 𝑢(𝑛+1) → 𝑣(−𝑛)

Цей метод запису iнтегрування був запропонований у статтi (Folley, 1947) i ши-
роко використовують в англомовних пiдручниках (Anton, Bivens, & Davis, 2015)
i методичних статтях (Brown, 1960; Gillman, 1991; Horowitz, 1990; Khattri, 2008;
Mrayyan, 2014; Murty, 1980; Nicol, 1993; Rock, 2016).

Для ефективного використання багаторазового iнтегрування частинами мо-
жливi 3 випадки.

4 Перший випадок iнтегрування частинами

У разi якщо 𝑢(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)— многочлен 𝑛-го порядку, то формула (2) набуває
простiшого вигляду:

∫︁
𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(−𝑘)(𝑥), (3)

оскiльки (𝑃𝑛(𝑥))
(𝑛+1) = 0.

Для 𝑣′(𝑥) ∈ {𝑎𝑘𝑥+𝑏, sin(𝑘𝑥+ 𝑏), cos(𝑘𝑥+ 𝑏), sh(𝑘𝑥 + 𝑏), ch(𝑘𝑥 + 𝑏)} та 𝑣′(𝑥) =
(𝑎𝑥+ 𝑏)𝛼, 𝛼 /∈ Z−, множник 𝑣′(𝑥) та його первiснi легко iнтегруються, отже, за
формулою (3) досить легко одержуємо результат багаторазового iнтегрування
частинами. Примiром, запишiмо в табличному виглядi формулу для iнтеграла
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∫︀
𝑃𝑛(𝑥)𝑒

𝑘𝑥+𝑏𝑑𝑥.

+ → 𝑃𝑛(𝑥) ↘ 𝑒𝑘𝑥+𝑏

− → 𝑃 ′
𝑛(𝑥) ↘ 1

𝑘𝑒
𝑘𝑥+𝑏

+ → 𝑃 ′′
𝑛 (𝑥) ↘ 1

𝑘2𝑒
𝑘𝑥+𝑏

. . . . . . . . . . . . . . .

(−1)𝑛 → 𝑃
(𝑛)
𝑛 (𝑥) ↘ 1

𝑘𝑛𝑒
𝑘𝑥+𝑏

(−1)𝑛+1 → 0 → 1
𝑘𝑛+1𝑒

𝑘𝑥+𝑏

Отже, дiстаємо формулу (Fikhtengolz, 2009):

∫︁
𝑃𝑛(𝑥)𝑒

𝑘𝑥+𝑏𝑑𝑥 =
𝑒𝑘𝑥+𝑏

𝑘

(︃
𝑃𝑛(𝑥)−

𝑃 ′
𝑛(𝑥)

𝑘
+

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)

𝑘2
− . . .+ (−1)𝑛

𝑃
(𝑛)
𝑛 (𝑥)

𝑘𝑛

)︃
+ 𝐶.

Так само можна одержати формули:∫︁
𝑃𝑛(𝑥) sin(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 =

sin(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃 ′
𝑛(𝑥)

𝑘
− 𝑃 ′′′

𝑛 (𝑥)

𝑘3
+ . . .

)︂
−

− cos(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃𝑛(𝑥)−

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)

𝑘2
+ . . .

)︂
+ 𝐶.

∫︁
𝑃𝑛(𝑥) cos(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 =

sin(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃𝑛(𝑥)−

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)

𝑘2
+ . . .

)︂
+

+
cos(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃 ′
𝑛(𝑥)

𝑘
− 𝑃 ′′′

𝑛 (𝑥)

𝑘3
+ . . .

)︂
+ 𝐶.

∫︁
𝑃𝑛(𝑥) sh(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 = −sh(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃 ′
𝑛(𝑥)

𝑘
+

𝑃 ′′′
𝑛 (𝑥)

𝑘3
+ . . .

)︂
+

+
ch(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃𝑛(𝑥) +

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)

𝑘2
+ . . .

)︂
+ 𝐶.

∫︁
𝑃𝑛(𝑥) ch(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 =

sh(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃𝑛(𝑥) +

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)

𝑘2
+ . . .

)︂
−

− ch(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘

(︂
𝑃 ′
𝑛(𝑥)

𝑘
+

𝑃 ′′′
𝑛 (𝑥)

𝑘3
+ . . .

)︂
+ 𝐶.
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∫︁
𝑃𝑛(𝑥)(𝑘𝑥+ 𝑏)𝛼𝑑𝑥 =

=
(𝑘𝑥+ 𝑏)𝛼+1

𝑘(𝛼 + 1)

(︃
𝑃𝑛(𝑥)−

𝑃 ′
𝑛(𝑥)(𝑘𝑥+ 𝑏)

𝑘(𝛼 + 2)
+

𝑃 ′′
𝑛 (𝑥)(𝑘𝑥+ 𝑏)2

𝑘2(𝛼 + 2)(𝛼 + 3)
− . . .+

+ (−1)𝑛
𝑃

(𝑛)
𝑛 (𝑥)(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑛

𝑘𝑛(𝛼 + 2)(𝛼 + 3) . . . (𝛼 + 𝑛)

)︃
+ 𝐶.

Першу та другу з поданих формул виписано в (Fikhtengolz, 2009). Конкретнi
приклади двократного iнтегрування частинами подано в працях (Trofymenko &
Fedorova, 2016) та (Haidey & Fedorova, 2017а).

Iнтеграл вигляду
∫︀ 𝑃𝑛(𝑥)

(𝑘𝑥+𝑏)
𝑚𝑑𝑥,𝑚 ∈ N, випадає iз загальної схеми, оскiльки для

𝑛 > 𝑚 маємо

𝑣′(𝑥) =
1

(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑚
, 𝑣(−𝑚+1)(𝑥) =

𝐴

𝑘𝑥+ 𝑏
, 𝑣(−𝑚) =

𝐴

𝑘
ln |𝑘𝑥+ 𝑏| , 𝐴 = const,

i подальше iнтегрування вже є складнiшим. Цей iнтеграл простiше зiнтегрувати
замiною змiнної:

𝑘𝑥+ 𝑏 = 𝑡, 𝑥 =
𝑡− 𝑏

𝑘
, 𝑑𝑥 =

1

𝑘
𝑑𝑡.

Тодi, ∫︁
𝑃𝑛(𝑥)

(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑚
𝑑𝑥 =

1

𝑘

∫︁
𝑃𝑛

(︂
𝑡− 𝑏

𝑘

)︂
𝑑𝑡

𝑡𝑚
.

5 Другий випадок iнтегрування частинами
До 2-го випадку, коли застосовують iнтегрування частинами, належать iнтеграли
вигляду: ∫︁

𝑃𝑛(𝑥)𝑔
𝑚(𝑥)𝑑𝑥,

де

𝑔(𝑥) ∈ {log𝑎(𝑘𝑥+ 𝑏), arcsin(𝑘𝑥+ 𝑏), arccos(𝑘𝑥+ 𝑏),

arctg(𝑘𝑥+ 𝑏), arcctg(𝑘𝑥+ 𝑏)},𝑚 ∈ N.

До цього ж типу належить також iнтеграл вигляду∫︁
𝑥𝛼 log𝑚𝑎 𝑥𝑑𝑥,𝑚 ∈ N, 𝛼 ̸= −1.

На вiдмiну вiд 1-го випадку, тут за функцiю 𝑢, яку диференцiюють, вимушено
доводиться вибирати 𝑢 = 𝑔𝑚(𝑥). А отже, многочлен доводиться iнтегрувати i
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його степiнь при цьому зростає. Повторне iнтегрування вимагає перетворення
пiдiнтегральної функцiї i тому для бiльшостi цих iнтегралiв табличний запис
незастосовний.

Iнтеграл ∫︁
𝑥𝛼ln𝑚𝑥𝑑𝑥, 𝛼 ̸= −1,

пiдстановкою 𝑡 = ln𝑥 (Fikhtengolz, 2009) можна звести до вигляду∫︁
𝑡𝑚𝑒(𝛼+1)𝑡𝑑𝑡.

У випадку 𝑚 = 1 цей iнтеграл можна знайти в табличному виглядi, а для 𝑚 =
2, 3, ..., його треба дещо модифiкувати.

Знайдiмо, примiром, ∫︁
𝑥𝛼 ln𝑥𝑑𝑥, 𝛼 ̸= −1.

Знак Похiдна 𝑢 Первiсна 𝑣′

+ → 𝑢 = ln𝑥 ↘ 𝑣′ = 𝑥𝛼

− → 𝑢′ = 1
𝑥 → 𝑣 = 1

𝛼+1𝑥
𝛼+1∫︁

𝑥𝛼 ln𝑥𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
ln𝑥− 1

𝛼 + 1

∫︁
𝑥𝛼𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
ln𝑥− 𝑥𝛼+1

(𝛼 + 1)2
+ 𝐶.

Знайдiмо також ∫︁
𝑥𝛼ln𝑚𝑥𝑑𝑥, 𝛼 ̸= −1.

Знак Диф. Iнт.
+ → ln𝑚𝑥 ↘ 𝑥𝛼

− → 𝑚ln𝑚−1𝑥 · 1𝑥 → 𝑥𝛼+1

𝛼+1

𝑚ln𝑚−1𝑥 ↘ 1
𝑥 ·

𝑥𝛼+1

𝛼+1 = 𝑥𝛼

𝛼+1

+ → 𝑚(𝑚− 1)ln𝑚−2𝑥 · 1𝑥 → 𝑥𝛼+1

(𝛼+1)
2

𝑚(𝑚− 1)ln𝑚−2𝑥 ↘ 1
𝑥 ·

𝑥𝛼+1

(𝛼+1)
2 =

𝑥𝛼

(𝛼+1)
2

... ... ... ... ...

(−1)𝑚 → 𝑚! · 1𝑥 → 𝑥𝛼+1

(𝛼+1)
𝑚

𝑚! ↘ 1
𝑥 ·

𝑥𝛼+1

(𝛼+1)
𝑚 = 𝑥𝛼

(𝛼+1)
𝑚

(−1)𝑚+1 → 0 → 𝑥𝛼+1

(𝛼+1)
𝑚+1

Одержали формулу (Prudnikov, Brychkov, & Maricev, 1998, 1.6.1.6):∫︁
𝑥𝛼ln𝑚𝑥𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼 + 1

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑚(𝑚− 1) . . . (𝑚− 𝑘 + 1)
ln𝑚−𝑘𝑥

(𝛼 + 1)𝑘
+ 𝐶. (4)
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Модифiкацiя табличного способу iнтегрування застосовна також до iнтегралiв
вигляду

∫︀
𝑓(ln𝑥)𝑑𝑥.

Так само можна знайти iнтеграл∫︁
(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥, 𝑛 ∈ N.

Знак Диф. Iнт.
+ → (𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛 ↘ 1

− → 𝑛(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛−1 ·𝑎𝑚𝑥𝑚−1 → 𝑥

𝑛(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛−1 ↘ 𝑎𝑚𝑥𝑚−1 · 𝑥 = 𝑎𝑚𝑥𝑚

+ → 𝑛(𝑛− 1)(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛−2 ·𝑎𝑚𝑥𝑚−1 → 𝑎𝑚𝑥𝑚+1

𝑚+1

𝑛(𝑛− 1)(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛−2 ↘ 𝑎𝑚𝑥𝑚−1 · 𝑎𝑚𝑥𝑚+1

𝑚+1 = 𝑎2𝑚2𝑥2𝑚

𝑚+1

... ... ... ... ...

(−1)𝑚 → 𝑛! ·𝑎𝑚𝑥𝑚−1 → 𝑎𝑛−1𝑚𝑛−1𝑥(𝑛−1)𝑚+1

(𝑚+1)(2𝑚+1)...((𝑛−1)𝑚+1)

𝑛! ↘ 𝑎𝑛𝑚𝑛𝑥𝑛𝑚

(𝑚+1)(2𝑚+1)...((𝑛−1)𝑚+1)

(−1)𝑚+1 → 0 → 𝑎𝑛𝑚𝑛𝑥𝑛𝑚+1

(𝑚+1)(2𝑚+1)...(𝑛𝑚+1)∫︁
(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

(−𝑎𝑚)𝑘
𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑘 + 1)

(𝑚+ 1)(2𝑚+ 1) . . . (𝑘𝑚+ 1)
(𝑎𝑥𝑚 + 𝑏)𝑛−𝑘𝑥𝑘𝑚+1 + 𝐶.

(5)

6 Третiй випадок iнтегрування частинами
Iнтеграли вигляду ∫︁

𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣′(𝑐𝑥+ 𝑑)𝑑𝑥,

де 𝑢(𝑥) ∈ {𝑒𝑥, cos𝑥, sin𝑥, ch𝑥, sh𝑥}, 𝑣′(𝑥) ∈ {cos𝑥, sin𝑥, ch𝑥, sh𝑥}, можна знайти
розв’язанням рiвняння щодо шуканого iнтеграла пiсля двократного iнтегрування
частинами.

Зауважмо, що iнтеграли вiд добутку двох тригонометричних чи двох гiпер-
болiчних функцiй можна знайти також за допомогою вiдповiдних перетворень
пiдiнтегральної функцiї.

Примiром, використовуючи табличний запис для двократного iнтегрування
частинами, дiстаємо:

Знак Похiднi 𝑢 Первiснi 𝑣′
+ → 𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏) ↘ 𝑣′(𝑐𝑥+ 𝑑)
− → 𝑎𝑢′(𝑎𝑥+ 𝑏) ↘ 1

𝑐𝑣(𝑐𝑥+ 𝑑)
+ → 𝑎2𝑢′′(𝑎𝑥+ 𝑏) → 1

𝑐2𝑣
(−1)(𝑐𝑥+ 𝑑)
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Функцiї з розглядуваного перелiку справджують спiввiдношення

𝑢′′(𝑥) = 𝐴𝑢(𝑥), 𝑣(−1)(𝑥) = 𝐵𝑣′(𝑥),

де 𝐴,𝐵 ∈ {−1, 1}. Отже,

𝑋 =

∫︁
𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣′(𝑐𝑥+ 𝑑)𝑑𝑥 =

=
1

𝑐
𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(𝑐𝑥+ 𝑑)− 𝑎

𝑐2
𝑢′(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(−1)(𝑐𝑥+ 𝑑) +

+
𝑎2

𝑐2

∫︁
𝑢′′(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(−1)(𝑐𝑥+ 𝑑)𝑑𝑥 =

=
1

𝑐
𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(𝑐𝑥+ 𝑑)− 𝑎

𝑐2
𝑢′(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(−1)(𝑐𝑥+ 𝑑) +

+
𝑎2

𝑐2
𝐴𝐵

∫︁
𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣′(𝑐𝑥+ 𝑑)𝑑𝑥⏟  ⏞  

𝑋

.

Якщо 𝑎2

𝑐2𝐴𝐵 = 1, то метод не працює. Якщо ж 𝑎2

𝑐2𝐴𝐵 ̸= 1, то розв’язуючи рiвняння
щодо шуканого iнтеграла маємо:

𝑋 =

(︂
1− 𝑎2

𝑐2
𝐴𝐵

)︂−1(︂
1

𝑐
𝑢(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(𝑐𝑥+ 𝑑)− 𝑎

𝑐2
𝑢′(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑣(−1)(𝑐𝑥+ 𝑑)

)︂
+ 𝐶.

Знайдiмо за цiєї схемою iнтеграл

𝑋 =

∫︁
ch 𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥𝑑𝑥.

Знак Похiднi 𝑢 Первicнi 𝑣′
+ → ch 𝑎𝑥 ↘ sin 𝑏𝑥
− → 𝑎 sh 𝑎𝑥 ↘ −cos 𝑏𝑥

𝑏

+ → 𝑎2 ch 𝑎𝑥 → − sin 𝑏𝑥
𝑏2

𝑋 = − ch 𝑎𝑥 · cos 𝑏𝑥
𝑏

+ 𝑎 sh 𝑎𝑥 · sin 𝑏𝑥
𝑏2

− 𝑎2

𝑏2

∫︁
ch 𝑎𝑥 · sin 𝑏𝑥𝑑𝑥;

𝑎2 + 𝑏2

𝑏2
𝑋 = − ch 𝑎𝑥 · cos 𝑏𝑥

𝑏
+ 𝑎 sh 𝑎𝑥 · sin 𝑏𝑥

𝑏2
+ 𝐶;

𝑋 =
1

𝑎2 + 𝑏2
(𝑎 sh 𝑎𝑥 · sin 𝑏𝑥− 𝑏 ch 𝑎𝑥 · cos 𝑏𝑥) + 𝐶.
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7 Iнтегрування частинами у визначеному та нев-
ластивому iнтегралах

Запишiмо узагальнену формулу iнтегрування частинами для визначеного iнтегра-
ла:

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(−𝑘)(𝑥)
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
+ (−1)𝑛+1

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑛+1)(𝑥)𝑣(−𝑛)(𝑥)𝑑𝑥.

1. Формула Тейлора iз залишковим членом в iнтегральнiй формi.
Покладiмо в узагальненiй формулi iнтегрування частинами

𝑏 = 𝑥, 𝑢(𝑡) = −𝑓 ′(𝑡), 𝑣′(𝑡) = −1,

де функцiя 𝑓 є (𝑛 + 1) разiв неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [𝑎;𝑥], i
застосуймо її до (𝑛− 1)-разового iнтегрування частинами. Тодi,

Знак Похiднi 𝑢 Первiснi 𝑣′
+ → −𝑓 ′(𝑡) ↘ −1
− → −𝑓 ′′(𝑡) ↘ (𝑥− 𝑡)

+ → −𝑓 ′′′(𝑡) ↘ − (𝑥−𝑡)
2

2
... ... .... .... ...

(−1)𝑛−1 → −𝑓 (𝑛)(𝑡) ↘ (−1)𝑛−1 (𝑥−𝑡)
𝑛−1

(𝑛−1)!

(−1)𝑛 → −𝑓 (𝑛+1)(𝑡) → (−1)𝑛+1 (𝑥−𝑡)
𝑛

𝑛!

𝑥∫︁
𝑎

(−𝑓 ′(𝑡))(−1)𝑑𝑡 =

[︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(−𝑓 (𝑘+1)(𝑡))(−1)𝑘+1 (𝑥− 𝑡)𝑘+1

(𝑘 + 1)!

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥

𝑎

+

+
1

𝑛!

𝑥∫︁
𝑎

𝑓 (𝑛+1)(𝑡)(𝑥− 𝑡)𝑛𝑑𝑡.

Остаточно дiстаємо:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘+1)(𝑎)

(𝑘 + 1)!
(𝑥− 𝑎)𝑘+1 +

1

𝑛!

𝑥∫︁
𝑎

𝑓 (𝑛+1)(𝑡)(𝑥− 𝑡)𝑛𝑑𝑡.

2. Формула для обчислення деяких визначених iнтегралiв. Пiдставля-
ючи у формулi (4) 𝛼 = 𝑚 = 𝑛 ∈ N, дiстаємо∫︁

(𝑥 ln𝑥)𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑛(𝑛− 1)...(𝑛− 𝑘 + 1)
ln𝑛−𝑘𝑥

(𝑛+ 1)𝑘
+ 𝐶.
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Отже, ураховуючи, що lim
𝑥→0

𝑥ln𝛼𝑥 = 0 та ln 1 = 0, маємо ненульовий доданок тiльки
для 𝑘 = 𝑛:

1∫︁
0

(𝑥 ln𝑥)𝑛𝑑𝑥 =
(−1)𝑛𝑛!

(𝑛+ 1)𝑛+1 .

Пiдставляючи у формулi (5) 𝑎 = −1, 𝑏 = 1,𝑚 = 2, дiстаємо∫︁
(1− 𝑥2)

𝑛
𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

2𝑘
𝑛(𝑛− 1)...(𝑛− 𝑘 + 1)

3 · 5 · ... · (2𝑘 + 1)
(1− 𝑥2)

𝑛−𝑘
𝑥2𝑘+1 + 𝐶.

Отже,

1∫︁
0

(1− 𝑥2)
𝑛
𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

2𝑘
𝑛(𝑛− 1)...(𝑛− 𝑘 + 1)

3 · 5 · . . . · (2𝑘 + 1)
(1− 𝑥2)

𝑛−𝑘
𝑥2𝑘+1

⃒⃒⃒⃒1
0

=

= 2𝑛
𝑛(𝑛− 1)...(𝑛− 𝑛+ 1)

3 · 5 · ... · (2𝑛+ 1)
=

2𝑛𝑛!

(2𝑛+ 1)!!
=

(2𝑛)!!

(2𝑛+ 1)!!
.

3. Теорема про диференцiювання оригiналу. Нехай функцiя 𝑓(𝑡) є функцiєю-
оригiналом й iснують такi сталi 𝐴, 𝑏 та 𝑀, що⃒⃒⃒

𝑓 (𝑘)(𝑡)
⃒⃒⃒
6 𝐴𝑒𝑏𝑡 𝑡 > 𝑀

для всiх 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑛− 1. Тодi для Re 𝑝 > 𝑏

ℒ{𝑓 (𝑛)(𝑡)}(𝑝) = 𝑝𝑛ℒ{𝑓(𝑡)}(𝑝)− (𝑓 (𝑛−1)(0) + 𝑝𝑓 (𝑛−2)(0) + ...+ 𝑝𝑛−1𝑓(0)),

де ℒ{𝑓(𝑡)}(𝑝) =
+∞∫︀
0

𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡— перетвiр Лапласа функцiї-оригiналу 𝑓(𝑡).

Справдi, пiсля 𝑛-разового iнтегрування частинами

Знаки Похiднi 𝑢 Первiснi 𝑣′

+ → 𝑒−𝑝𝑡 ↘ 𝑓 (𝑛)(𝑡)
− → (−𝑝)𝑒−𝑝𝑡 ↘ 𝑓 (𝑛−1)(𝑡)
+ → (−𝑝)(−𝑝)𝑒−𝑝𝑡 ↘ 𝑓 (𝑛−2)(𝑡)
. . . . . . . . . . . . . . .

(−1)𝑛−1 → (−1)𝑛−1𝑝𝑛−1𝑒−𝑝𝑡 ↘ 𝑓 ′(𝑡)
(−1)𝑛 → (−1)𝑛𝑝𝑛𝑒−𝑝𝑡 → 𝑓(𝑡)
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ℒ
{︁
𝑓 (𝑛)(𝑡)

}︁
(𝑝) =

+∞∫︁
0

𝑓 (𝑛)(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 =

=
[︁
𝑒−𝑝𝑡𝑓 (𝑛−1)(𝑡) + 𝑝𝑒−𝑝𝑡𝑓 (𝑛−2)(𝑡) + ...+ 𝑝𝑛−1𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)

]︁⃒⃒⃒+∞

0
+ 𝑝𝑛

+∞∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 =

= −
(︁
𝑓 (𝑛−1)(0) + 𝑝𝑓 (𝑛−1)(0) + ...+ 𝑝𝑛−1𝑓(0)

)︁
+ 𝑝𝑛ℒ{𝑓(𝑡)}(𝑝).

Iншi застосування табличного iнтегрування частинами в операцiйному численнi
розглянуто в (Haidey & Fedorova, 2017б).

Висновки
Використання табличного запису iнтегрування частинами перетворює рутинну, гро-
мiздку процедуру на прозорий процес. Його можна ефективно застосувати як для
суто практичних задач, так i для доведення теорем, якi потребують багаторазового
iнтегрування.
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Abstract. The article deals with the table entry of one and multiple integrations by parts. This
way of solving the problem is widespread in the English language teaching literature, but it is not
available in Ukrainian textbooks. Examples of application of a table entry for all 3 types of integrals
that require integration by parts are given. The effectiveness of such a record is also demonstrated in
the proofs of theorems, which uses multiple integrations by parts, in particular, to obtain a Taylor
formula with the integral form of the remainder and properties of the Laplace integral transform.

Keywords: indefinite integral; definite integral; methods of integration; integration by parts
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