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Анотацiя

У статтi розглянуто задачу Кошi для параболiчного рiвняння у просторi з
неiнварiантною мiрою, яку розв’язано для певних окремих випадкiв i в
загальному. Також дослiджено iснування i єдинiсть її розв’язку в необмеженiй
областi. Розв’язки для окремих випадкiв отриманi за допомогою перетворення
Фур’є, тодi як для розв’язання у загальному випадку використовується метод
параметриксу. Для постановки задачi Кошi використовується оператор Лапласа,
побудований на основi поняття дивергенцiї за мiрою.
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1 Вихiднi поняття

Нехай 𝜇 — скiнченна (невiд’ємна) мiра на евклiдовому просторi R𝑛.
Позначмо через 𝐶𝑏 = 𝐶𝑏(R𝑛) простiр усiх обмежених та неперервних функцiй

𝑓 : R𝑛 → R, через 𝐶𝑏(R𝑛;R𝑛) простiр усiх неперервних обмежених векторних
полiв R𝑛 → R𝑛, через 𝐶1

𝑏 = 𝐶1
𝑏 (R𝑛) (вiдповiдно 𝐶1

𝑏 (R𝑛;R𝑛)) простiр усiх функцiй
𝑓 ∈ 𝐶𝑏 (вiдповiдно векторних полiв X ∈ 𝐶𝑏(R𝑛;R𝑛)), диференцiйовних у кожнiй
точцi 𝑥 ∈ R𝑛 з неперервною та обмеженою на усьому R𝑛 похiдною 𝑓 ′(·) (вiдповiдно
X′(·)).

Через 𝐿2(R𝑛) = 𝐿2(R𝑛, 𝜇) позначимо гiльбертiв простiр iнтегровних iз
квадратом вимiрних функцiй на R𝑛 вiдносно мiри 𝜇. Аналогiчно через
𝐿2(R𝑛;R𝑛) = 𝐿2(R𝑛;R𝑛;𝜇) позначмо гiльбертiв простiр квадратично iнтегровних
векторних полiв на R𝑛. Норму в 𝐿2(R𝑛;R𝑛) задаємо формулою

‖Z‖2 =
∫︁
𝐻

‖Z(𝑥)‖2 𝑑𝜇,

де ‖ · ‖ — норма в R𝑛.
Нехай Φ𝑡 = Φn

𝑡 — потiк векторного поля n. Припускаємо диференцiйовнiсть
мiри 𝜇 вiдносно поля n в сильному сенсi: для кожної борелевої множини
𝐴 ∈ B(R𝑛) iснує границя

𝜗(𝐴) = lim
𝑡→0

1

𝑡
(𝜇(Φ𝑡(𝐴))− 𝜇(𝐴)),

звiдки випливає, що 𝜗 = dn𝜇 є борелевою мiрою (знакозмiнною), абсолютно
неперервною вiдносно 𝜇. Логарифмiчну похiдну мiри 𝜇 вiдносно поля n
позначимо символом

𝜌𝜇 = 𝜌n𝜇

(︂
=

d𝜗

d𝜇
= div𝜇 n

)︂
.

У подальшому розглядаємо мiру 𝜇, абсолютно неперервну вiдносно класичної
мiри Лебега 𝜆 в R𝑛. Додаткова умова:

𝑑𝜇

𝑑𝜆
= 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑏 (R𝑛) (1)

(або, загальнiше, 𝑔 — кусково гладка та обмежена з похiдною функцiя на R𝑛).
Правдиве

Твердження 1.1. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R𝑛; 𝑓 ∈ 𝐶1
𝑏 (R𝑛), де 𝐶1

𝑏 (R𝑛) — простiр усiх

неперервно диференцiйовних дiйснозначних функцiй на R𝑛, обмежених на R𝑛

разом зi своєю першою похiдною. Якщо мiра 𝜇 диференцiйовна вздовж

векторного поля Z, тодi мiра 𝑓 · 𝜇 диференцiйовна вздовж Z, i виконується
рiвнiсть

𝑓 div𝑓 ·𝜇Z = div𝜇(𝑓Z) = 𝑓 div𝜇Z+ (grad 𝑓,Z). (2)



Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 47–54 49

Також вiдомо, що якщо Z ∈ 𝐶1
𝑏 (R𝑛), то мiра Лебеґа 𝜆 диференцiйовна вздовж

Z i, бiльше того,

div𝜆Z = divZ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥𝑘

(див. (Bogachev, 2010), (Belopolskaya & Daletsky, 1990), (Bogdanskii &
Sanzharevskii, 2014)).

Для кожної функцiї 𝑢 ∈ 𝐶2
𝑏 (R𝑛) (тут 𝐶2

𝑏 (R𝑛) — простiр двiчi неперервно
диференцiйовних функцiй 𝑢 на R𝑛, обмежених на R𝑛 разом зi своїми похiдними
𝑢′(·), 𝑢′′(·)) коректно визначено Δ𝑢 = div𝜇(grad𝑢) (у загальному випадку —
кусково неперервна на R𝑛).

2 Постановка задачi Кошi

Нехай 𝑢 : [0,+∞]×R𝑛 → R, причому 𝑢(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) неперервно диференцiйовна
за 𝑡 та двiчi неперервно диференцiйовна за 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, i
∀ 𝑡 ∈ [0,+∞) : 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐶2

𝑏 (R𝑛). Нехай 𝜇 — мiра на R𝑛, що задовольняє умову (1).

Стосовно введених означень розглянемо задачу Кошi для параболiчного
рiвняння виду: ⎧⎨⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= Δ𝑢;

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),
(3)

де Δ𝑢 = div𝜇(grad𝑢).

Зведiмо це рiвняння до диференцiального рiвняння в частинних похiдних.
Скориставшись (2), маємо:

Δ𝑢 = div𝜇(grad𝑢) = div𝑔·𝜆(grad𝑢) =
𝑔 div𝜆(grad𝑢) + (grad 𝑔, grad𝑢)

𝑔
=

= div(grad𝑢) +
(grad 𝑔, grad𝑢)

𝑔
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕 ln 𝑔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖

)︂
.

Отже, можемо записати задачу Кошi (3) у виглядi:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕 ln 𝑔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖

)︂
,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥).

(4)
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3 Окремi випадки

Спочатку розгляньмо мiру 𝜇 на R𝑛 з такою щiльнiстю 𝑔 вiдносно стандартної мiри
Лебеґа 𝜆: ⎧⎨⎩𝑔(𝑥) = 𝑒

−
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖

, 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛;

𝑔(𝑥) = 0, iнакше.

ln 𝑔(𝑥) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖, 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛;

𝜕 ln 𝑔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
= −1, 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
− 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖

)︂
;

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥).

Перетворення Фур’є:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑣2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜔2
𝑘 − 𝑖𝑣

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘;

𝑣(𝜔, 0) = 𝜙(𝜔).

Розв’язуємо отримане диференцiальне рiвняння вiдносно змiнної 𝑡, методом
Бернуллi.

𝑣′ + 𝑖𝑣𝐵 + 𝑣2𝐴 = 0;

𝑣′ + 𝑖𝑣𝐵 = −𝑣2𝐴;

𝑣 = 𝑝𝑞;

𝑝′𝑞 + 𝑝𝑞′ + 𝑖𝑞𝑝𝐵 = −𝑝2𝑞2𝐴;

𝑝(𝑞′ + 𝑖𝑞𝐵) + 𝑝′𝑞 = −𝑝2𝑞2𝐴;

𝑞′ + 𝑖𝑞𝐵 = 0;

𝑞 = 𝑒−𝑖𝑡𝐵;

𝑝′𝑒−𝑖𝑡𝐵 = −𝑝2𝑒−2𝑖𝑡𝐵𝐴;

𝑝′ = −𝑝2𝑒−𝑖𝑡𝐵𝐴;

𝑑𝑝

𝑝2
= −𝐴𝑒−𝑖𝑡𝐵 𝑑𝑡;

− 1

𝑝
=

𝐴

𝑖𝐵
𝑒−𝑖𝑡𝐵 + 𝐶;
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𝑣 = 𝑝𝑞 = − 𝑖𝐵𝑒−𝑖𝑡𝐵

𝐴𝑒−𝑖𝑡𝐵 + 𝑖𝐵𝐶
= − 𝑖𝐵

𝐴+ 𝑖𝐵𝐶𝑒−𝑖𝑡𝐵
;

Скористаємося початковою умовою:

𝑡 = 0 : − 𝑖𝐵

𝐴+ 𝑖𝐵𝐶
= 𝜙,𝐶 = −𝑖𝐵 + 𝐴𝜙

𝑖𝐵𝜙
;

𝑣 =
−𝑖𝐵

𝐴− 𝑒𝑖𝑡𝐵
(︁
𝑖𝐵+𝐴𝜙

𝜙

)︁ =
−𝑖𝐵𝜙

𝐴𝜙(1− 𝑒𝑖𝑡𝐵)− 𝑖𝐵𝑒𝑖𝑡𝐵
;

Пiдставляємо замiсть 𝐴 та 𝐵 вихiднi вирази:

𝑣(𝑡, �⃗�) =

−𝑖𝜙(�⃗�)
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

𝜙(�⃗�)

(︃
1− 𝑒

𝑖𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

)︃
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔2
𝑘 − 𝑖𝑒

𝑖𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

.

Виконуючи обернене перетворення Фур’є, отримаємо

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

(2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

−𝑖𝜙(𝜔)𝑒𝑖(𝑥,𝜔)
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

𝜙(𝜔)

(︃
1− 𝑒

𝑖𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

)︃
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔2
𝑘 − 𝑖𝑒

𝑖𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘

𝑑𝜔,

де 𝜙(𝜔) — перетворення Фур’є початкової умови 𝜙(𝑥).
Розгляньмо iнший випадок — функцiю, що вiдрiзняється на константу вiд

щiльностi гаусової мiри (випадок 𝑛 = 1):

𝑔(𝑥) = 𝑒−
𝑥2

2 .

ln 𝑔(𝑥) = −𝑥2

2
;

d ln 𝑔(𝑥)

d𝑥
= −𝑥; ⎧⎨⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
;

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥).

Аналогiчно, виконаємо перетворення Фур’є:⎧⎨⎩
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑣2𝜔2 + 𝑣 + 𝜔

𝜕𝑣

𝜕𝜔
;

𝑣(𝜔, 0) = 𝜙(𝜔).
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Розв’язуючи отримане диференцiальне рiвняння в частинних похiдних i
виконуючи обернене перетворення Фур’є, отримаємо 𝑢(𝑡, 𝑥):

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒𝑖𝜔𝑥𝑒𝑡𝜙 (𝜔𝑒𝑡)

𝜔2𝑒𝑡𝜙 (𝜔𝑒𝑡) (𝑒𝑡 − 1) + 1
𝑑𝜔,

де 𝜙(𝜔) — перетворення Фур’є початкової умови 𝜙(𝑥).

4 Дослiдження загального випадку

У загальному випадку для поставленої задачi Кошi розглядаємо диференцiальний
оператор 𝐿 вигляду:

(𝐿𝑢)(𝑥, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
(𝑥, 𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕 ln 𝑔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑥, 𝑡)− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡),

з областю означення R𝑛 × [0, 𝑇 ]. Щоб розв’язати задачу методом параметриксу
(див. (Friedman, 2008)), розгляньмо функцiю

𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) =
1

(2
√
𝜋)𝑛

(𝑡− 𝜏)−
𝑛
2 𝑒

‖𝑥−𝜉‖2
4(𝑡−𝜏) .

Тодi розв’язок задачi Кошi (4) має вигляд

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁
R𝑛

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉−
𝑡∫︁

0

∫︁
R𝑛

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉 𝑑𝜏 , (5)

де

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) = 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) +

𝑡∫︁
𝜏

∫︁
𝐷

𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜂, 𝜎)Φ(𝜂, 𝜎; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜂 𝑑𝜎 .

Φ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) шукаємо як суму iнтегрального ряду

∞∑︁
𝑣=1

(𝐿𝑍)𝑣(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏),

де (𝐿𝑍)1 = 𝐿𝑍 i

(𝐿𝑍)𝑣+1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) =

𝑡∫︁
𝜏

∫︁
𝐷

𝐿𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜎)(𝐿𝑍)𝑣(𝑦, 𝜎; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜎 .
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Розв’язок задачi Кошi (4) (5) iснує та буде єдиним, якщо

grad ln 𝑔 ∈ 𝐶1
𝑏 (R𝑛;R𝑛), а |𝜙(𝑥)| 6 𝐶𝑒

‖𝑥‖2
4𝑇 (Friedman, 2008). Якщо виконано

вказанi вище умови, то правдива також нерiвнiсть

∀(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛 × [0, 𝑇 ] |𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶‖𝑥‖2.

5 Висновки

У роботi дослiджується задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi у
скiнченновимiрному просторi у випадку неiнварiантної мiри. Для двох окремих
випадкiв, якi вiдповiдають багатомiрному експоненцiйному ймовiрнiсному
розподiлу та одномiрному нормальному (без нормування одиницею) за
допомогою перетворення Фур’є було знайдено аналiтичнi розв’язки. У
загальному випадку методом параметриксу був знайдений фундаментальний
розв’язок параболiчного рiвняння у виглядi iнтегрального ряду. Також були
наведенi обмеження на початковi функцiї та щiльнiсть мiри, за яких розв’язок
задачi Кошi iснує та є єдиним; було показано, який вид вiн має. Як можна
бачити, цих суттєвих обмежень, накладених на щiльнiсть розглянутої
неiнварiантної мiри, достатньо для iснування розв’язку вiдповiдної задачi Кошi.
Тим не менш, у реальних фiзичних задачах процеси теплопередачi
розглядаються у твердих тiлах, рiдинах та газах, якi є обмеженими, тому для
застосувань, можливо, буде достатньо й слабших умов.
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Abstract. The purpose of this work is to build the heat equation in a space with finite variant
measure, using the concept of divergence with respect to a measure, to get a solution of the initial
vaule problem for some partial cases as well as the general fundamental solution, to prove uniqueness
and existence of the solution of the corresponding initial value problem, to analyse the conditions the
solution of the initial value problem exists and is unique under. The solutions for two partial cases are
obtained by means of Fourier transformation, whereas general solution is obtained via the parametrix
technique. The measure 𝜇 that is used in this work is considered as positive absolutely continuous
w.r.t invariant Lebesgue measure, and its Radon–Nikodym derivative is piecewise smooth and is
bounded with its first derivative on R𝑛. If a vector field Z is smooth on R𝑛, then 𝜇 is differentiable
along Z, and its logarithmic derivative along Z is denoted as div𝜇 Z. In this case Laplace operator is
introduced on 𝐶2

𝑏 (R𝑛) as Δ𝑢 = div𝜇(grad𝑢), and thereby we can set standard Cauchy problem for
heat equation: ⎧⎨⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= Δ𝑢;

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),

which is to be solved by means of aforementioned methods.

Keywords: heat equation; Laplace operator; variant measure; initial value problem; divergence

with respect to a measure.
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