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Анотацiя

В роботi знайдено оцiнки вiдхилень полiномiв, породжених загальними лiнiй-
ними методами пiдсумовування рядiв Тейлора на просторах аналiтичних фун-
кцiй 𝐻𝜓

∞ (задача Колмогорова–Нiкольського). Цi класи, породженi послiдовнiстю
{𝜓(𝑘)}∞𝑘=0, 𝜓(𝑘) = 𝜓1(𝑘)+ 𝑖𝜓2(𝑘), є аналогами класiв диференцiйовних функцiй, що
були введенi О. I. Степанцем. На послiдовностi 𝜓1(𝑘) та 𝜓2(𝑘) накладаються умови
Боаса–Теляковського. Вiдхилення полiномiв розглядається в рiвномiрнiй метрицi.
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1 Вступ

В данiй роботi буде встановлена асимптотична рiвнiсть для точних верхнiх меж
граней вiдхилень полiномiв, що породжуються загальними лiнiйними методами
пiдсумовування рядiв Тейлора, вiд аналiтичних функцiй з класiв О. I. Степанця.
Вiдхилення полiномiв розглядається в рiвномiрнiй метрицi.

Введемо такi позначення: 𝐷 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}, 𝑇 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1},

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷 (1)

— розклад в ряд Тейлора–Маклорена аналiтичної в крузi 𝐷 функцiї,

𝑆𝑛(𝑓, 𝑧) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷

— частинна сума її ряду Тейлора–Маклорена, де 𝑎𝑘 =
𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! .

Розглянемо множину 𝐻∞ аналiтичних в 𝐷 функцiй 𝑓(𝑧) з нормою

‖𝑓‖𝐻∞ = ‖𝑓‖∞ = sup
𝑧∈𝐷

|𝑓(𝑧)| <∞,

а 𝑈𝐻 — одинична куля в 𝐻∞, тобто для 𝑓 ∈ 𝑈𝐻

‖𝑓‖∞ = sup
𝑧∈𝐷

|𝑓(𝑧)| 6 1.

Нехай {𝜓(𝑘)}, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть комплексних чисел така, що
|𝜓(𝑘)| ≠ 0, 𝑘 ∈ N i lim𝑘→∞ 𝜓(𝑘) = 0, а функцiя 𝑓 ∈ 𝐻∞ з рядом Тейлора ви-
ду (1). Позначимо через 𝐻𝜓

∞ клас функцiй з 𝐻∞ для яких

∞∑︁
𝑘=1

1

𝜓(𝑘)
𝑎𝑘𝑧

𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷

є рядом Тейлора функцiї 𝑓𝜓 ∈ 𝑈𝐻. Вперше подiбний клас функцiй був розгляну-
тий Шейком (Scheick, 1966).

Нехай задано трикутну матрицю комплексних чисел Λ = {𝜆(𝑛)𝑘 }, 𝑛 ∈ Z+,

𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝜆
(𝑛)
𝑘 = 0 для 𝑛 < 𝑘. Кожнiй функцiї 𝑓 ∈ 𝐻𝜓

∞ з рядом Тейлора (1)
поставимо у вiдповiднiсть полiном

𝑈𝑛(𝑓 ; Λ; 𝑧) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆
(𝑛)
𝑘 𝑎𝑘𝑧

𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷.
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Тодi кажуть, що задано трикутний метод Λ пiдсумовування рядiв Тейлора.
Для аналiтичних функцiй результатiв, пов’язаних з пiдсумовуванням їх рядiв

Тейлора, значно менше, нiж аналогiчних результатiв для дiйсних функцiй. Зокре-
ма, з наближенням аналiтичних функцiй 𝑓 ∈ 𝐻𝜓

∞ сумами Валле–Пуссена можна
ознайомитись у роботi (Savchuk, Savchuk, & Chaichenko, 2010). У роботi (Savchuk,
2008) В.В. Савчук на подiбному класi функцiй розглянув лiнiйнi методи пiдсумо-
вування, що породжуються моментними послiдовностями Λ.

О.М. Швецова (Shvetsova, 2000) розглянула загальнi методи пiдсумовування
рядiв Тейлора та наклавши на послiдовнiсть 𝜓 умови слабшi, нiж опуклiсть, отри-
мала такий результат.

Теорема (Shvetsova, 2000). Нехай 𝑛 ∈ N, 𝜓 : (0,∞) → C — локально абсолютно
неперервна функцiя на [𝑛+ 1,∞), 𝜓(𝑘) ̸= 0, 𝑘 ∈ N, lim𝑘→∞ 𝜓(𝑘) = 0 та

̃︀𝑉 ∞
𝑛+1(𝜓) =

∫︁ ∞

𝑛+1

vraisup𝑢>𝑡|𝜓′(𝑢)|𝑑𝑡 <∞, (2)

i для функцiї 𝜙 виконуються наступнi умови: 𝜙 : [0, 1] → C абсолютно непе-

рервна на [0, 1], 𝜙(0) = 1, 𝜙(1) = 0 i ̃︀𝑉 1
0 ((1− 𝜙(·))𝜓((𝑛+ 1)·) <∞.

Тодi

sup
𝑓∈𝐻𝜓

∞

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑧)−

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜙
(︁ 𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝑎𝑘𝑧

𝑘

⃦⃦⃦⃦
∞

=

=
1

𝜋

𝑛+1∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜙(1− 𝑘
𝑛+1))𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|

𝑘
+

+ 𝜃1̃︀𝑉 ∞
𝑛+1(𝜓) + 𝜃2̃︀𝑉 1

0 ((1− 𝜙(·))𝜓((𝑛+ 1)·),
де |𝜃𝑖| 6𝑀, 𝑖 = 1, 2.

В данiй роботi буде отримано оцiнку величини ‖𝑓(𝑧) − 𝑈𝑛(𝑓 ; Λ; 𝑧)‖∞ на кла-
сi аналiтичних функцiй 𝐻𝜓

∞, де на послiдовнiсть 𝜓 накладемо бiльш загальнi
умови нiж (2). Будемо говорити, що послiдовнiсть 𝜓 задовольняє умови Боаса–
Теляковського, якщо:

lim
𝑘→∞

𝜓(𝑘) = 0; (3)

𝑉 (𝜓) =
∞∑︁
𝑘=0

|△𝜓(𝑘)| <∞, (4)

де △𝜓(𝑘) = 𝜓(𝑘)− 𝜓(𝑘 + 1);

𝐵(𝜓) =
∞∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒ [𝑘/2]∑︁
𝑙=1

△𝜓(𝑘 − 𝑙)−△𝜓(𝑘 + 𝑙)

𝑙

⃒⃒⃒
<∞. (5)
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Також для скорочення запису покладемо 𝜆
(𝑛)
𝑘 = 𝜆𝑘,

𝑉𝑛(𝜓) =
∞∑︁
𝑘=𝑛

|△𝜓(𝑘)|, 𝑉 𝑛
1 (𝜓) =

𝑛∑︁
𝑘=1

|△𝜓(𝑘)|,

𝐵𝑛(𝜓) =
∞∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒ [𝑘/2]∑︁
𝑙=1

△𝜓(𝑛+ 𝑘 − 𝑙)−△𝜓(𝑛+ 𝑘 + 𝑙)

𝑙

⃒⃒⃒
,

та

𝐵𝑛
1 (𝜓) =

𝑛∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒ [𝑘/2]∑︁
𝑙=1

△𝜓(𝑘 − 𝑙)−△𝜓(𝑘 + 𝑙)

𝑙

⃒⃒⃒
.

Зазначимо, що для кусково-лiнiйних функцiй 𝜓 з вузлами в цiлочислових то-
чках умова ̃︀𝑉 ∞

𝑛+1(𝜓) =

∫︁ ∞

𝑛+1

vrai sup
𝑢>𝑡

|𝜓′(𝑢)|𝑑𝑡 <∞

набуває вигляду
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

sup
𝑚>𝑘

|△𝜓(𝑚)| <∞,

її ще називають умовою Сiдона–Теляковського. В роботi (Fomin, 1978) доведено
фактично таку нерiвнiсть

𝑉 (𝜓) +𝐵(𝜓) 6𝑀
∞∑︁
𝑘=0

sup
𝑚>𝑘

|△𝜓(𝑚)|,

де𝑀 — деяка абсолютна стала. Там же показано, що для послiдовностi △𝜓(2𝑠) =
1
2𝑠 та △𝜓(𝑘) = 0, 𝑘 ̸= 2𝑠, 𝑠 = 0, 1, 2, 3, . . ., 𝜓(𝑘) =

∑︀∞
𝑚=𝑘△𝜓(𝑘) умови (3)–(5)

мають мiсце, а умова (2) — нi (Fomin, 1978, с. 217).
Нехай далi 𝐿∞(𝑇 ) — простiр iстотно обмежених на 𝑇 функцiй 𝑓 з нормою

‖𝑓‖𝐿∞(𝑇 ) = vraisup𝑧∈𝑇 |𝑓(𝑧)|, а 𝐿∞(𝑇 )+ — пiдпростiр iстотно обмежених функцiй
на 𝑇 , для яких коефiцiенти Фур’є з вiд’ємними iндексами рiвнi 0, тобто 𝐿∞(𝑇 )+ =

{𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑇 ) : ̂︀𝑓(−𝑘) = 0, 𝑘 ∈ N} (Stepanets, 2002, с. 261). Множину функцiй
𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑇 )+, для яких

∞∑︁
𝑘=1

1

𝜓(𝑘)
̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡

є рядом Фур’є деякої функцiї 𝑓𝜓 ∈ 𝐿∞(𝑇 )+, позначимо через 𝐿
𝜓
∞(𝑇 )+.

Зазначимо, що згiдно з теоремою Голубєва–Привалова (Privalov, 1950, с. 202)
простiр 𝐿∞(𝑇 )+ є простором граничних значень аналiтичних в 𝐷 функцiй 𝑓 ,
що зображаються iнтегралом Кошi. Тому коефiцiенти Тейлора–Маклорена та-
ких функцiй спiвпадають з коефiцiентами Фур’є їх граничних значень, тобто
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𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! = ̂︀𝑓(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Домовимося для 𝑓 ∈ 𝐻𝜓

∞ граничнi значення по-
значати тим самим символом 𝑓(𝑒𝑖𝜃), 𝑓 ∈ 𝐿𝜓∞(𝑇 )+.

Сформулюємо допомiжнi твердження, що стосуються оцiнок iнтегралiв три-
гонометричних рядiв над полем комплексних чисел C та деяких числових сум i
рядiв.

Лема 1.1. 1) Якщо коефiцiенти ряду
∑︀∞

𝑘=1 𝑎𝑘 sin 𝑘𝑥, 𝑎𝑘 ∈ C задовольняють умо-
ви (3)-(5), тодi цей ряд є збiжним i для довiльного 𝑠 ∈ N має мiсце оцiнка⃒⃒⃒⃒

⃒
∫︁ 𝜋

𝜋
2𝑠+1

⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sin 𝑘𝑥
⃒⃒⃒
𝑑𝑥−

𝑠∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6𝑀

(︁
𝑉 (𝑎) +𝐵(𝑎)

)︁
. (6)

2) Якщо коефiцiенти ряду 𝑎0
2 +

∑︀∞
𝑘=1 𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥, 𝑎𝑘 ∈ R задовольняють умови

(3)-(5), то для довiльного 𝑚 ∈ N має мiсце оцiнка⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝜋

0

⃒⃒⃒𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥
⃒⃒⃒
𝑑𝑥− 2

𝜋

𝑚∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑚−𝑘 − 𝑎𝑚+𝑘|
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6𝑀
(︁
𝑉 𝑚
1 (𝑎) +𝐵𝑚

1 (𝑎) + 𝑉𝑚(𝑎) +𝐵𝑚(𝑎)
)︁
. (7)

3) Якщо коефiцiенти ряду 𝑎0
2 +

∑︀∞
𝑘=1 𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥, 𝑎𝑘 ∈ R задовольняють умови

(3)–(5), то має мiсце оцiнка∫︁ 𝜋

0

⃒⃒⃒𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥
⃒⃒⃒
𝑑𝑥 6𝑀

(︁
𝑉 (𝑎) +𝐵(𝑎)

)︁
. (8)

(Тут та далi символом𝑀 будемо позначати абсолютнi сталi, можливо неодна-
ковi у рiзних формулах.)

Зазначимо, що частину 1 леми 1.1 отримано фактично у (Telyakovskii, 1967),
друга частина леми є наслiдком теореми 1 з роботи (Telyakovskii, 1971, с. 73), а
частину 3 отримано в (Telyakovskii, 1964).

Лема 1.2 (Haevskyi and Zaderei (2016)). Якщо послiдовнiсть чисел 𝑎 = {𝑎𝑘}
задовольняє умови (3)–(5) i послiдовностi 𝑏 = {𝑏𝑘}, 𝑐 = {𝑐𝑘} та 𝑑 = {𝑑𝑘} заданi
наступним чином:

𝑏 = {𝑏𝑘} =

{︂
0, коли 𝑘 ∈ [0, 𝑛]

⋃︀
[2𝑛+ 2,∞),(︀

𝑘
𝑛+1 − 2

)︀
𝑎𝑘, коли 𝑘 ∈ [𝑛+ 1, 2𝑛+ 1],

𝑐 = {𝑐𝑘} =

⎧⎨⎩
0, коли 𝑘 ∈ [0, 𝑛],(︀

𝑘
𝑛+1 − 1

)︀
𝑎𝑘, коли 𝑘 ∈ [𝑛+ 1, 2𝑛+ 1],
𝑎𝑘, коли 𝑘 > 2𝑛+ 2,
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та

𝑑 = {𝑑𝑘} =

{︂ (︀
𝑘

𝑛+1 − 1
)︀
𝑎𝑘, коли 𝑘 ∈ [0, 𝑛],
0, коли 𝑘 > 𝑛.

Тодi мають мiсце наступнi спiввiдношення:

𝐵𝑛(𝑏) 6𝑀
(︁
𝑉𝑛(𝑎) +𝐵𝑛(𝑎)

)︁
,

𝐵𝑛(𝑐) 6𝑀
(︁
𝑉𝑛(𝑎) +𝐵𝑛(𝑎)

)︁
,

𝐵𝑛(𝑑) 6𝑀
(︁
𝑉𝑛(𝑎) +𝐵𝑛(𝑎)

)︁
.

2 Основний результат

Наступне твердження показує швидкiсть наближення аналiтичних функцiй з кла-
су 𝐻𝜓

∞ лiнiйними методами пiдсумовування рядiв Тейлора.

Теорема 2.1. Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐻𝜓
∞, 𝑛 ∈ N, послiдовнiсть 𝜓 задовольняє умови

(3)–(5), Λ = {𝜆(𝑛)𝑘 }, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝜆0 = 1, 𝜆𝑘 = 0 для 𝑛 < 𝑘, — деяка послiдов-
нiсть комплексних чисел, така що 𝑉 𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) <∞. Тодi

sup
𝑓∈𝐻𝜓

∞

‖𝑓(𝑧)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑧)‖∞ =

=
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
, (9)

де (1− Λ)𝜓 = {(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)}, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Оскiльки за умов теореми функцiя

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝜓(𝑘)𝑧𝑘 +

2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(︁
− 1 +

𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝜓(𝑘)𝑧𝑘 +

∞∑︁
𝑘=2𝑛+2

𝜓(𝑘)𝑧𝑘

є аналiтичною функцiєю в крузi 𝐷 та сумовною на одиничному колi 𝑇, тому врахувавши пред-
ставлення

𝑎𝑘 =
𝜓(𝑘)

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇

𝑓𝜓(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝑑𝑤,

пiдставивши яке у формулу (1), отримаємо для 𝑧 ∈ 𝐷

𝑓(𝑧) = 𝑎0 +
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇

𝑓𝜓(𝑤)
∞∑︁
𝑘=1

𝜓(𝑘)(𝑧𝑤)𝑘
𝑑𝑤

𝑤
=
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= 𝑎0 +
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇

𝑓𝜓(𝑤)

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜓(𝑘)(𝑧𝑤)𝑘 +
𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝜓(𝑘)(𝑧𝑤)𝑘+

+
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(︁
− 1 +

𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝜓(𝑘)(𝑧𝑤)𝑘 +

∞∑︁
𝑘=2𝑛+2

𝜓(𝑘)(𝑧𝑤)𝑘
)︂
𝑑𝑤

𝑤
.

Розглянемо рiзницю

𝑓(𝑧)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑧) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝜆𝑘)𝑎𝑘𝑧
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷.

Згiдно принципу максимуму модуля справедливе спiввiдношення

‖𝑓(𝑧)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑧)‖∞ = ‖𝑓(𝑒𝑖𝜃)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑒
𝑖𝜃)‖𝐿∞(𝑇 ),

тобто, наша задача зводиться до аналогiчної задачi на класi 𝐿𝜓∞(𝑇 )+.
Тодi записавши 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 та 𝑤 = 𝑒𝑖𝑡, матимемо

𝑓(𝑒𝑖𝜃)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑒
𝑖𝜃) =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓𝜓(𝑒𝑖(𝑡+𝜃))

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+

+
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑘

𝑛+ 1
𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+ 2

∞∑︁
𝑘=2𝑛+2

𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡−

− 𝑖
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘) sin 𝑘𝑡− 𝑖

2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘) sin 𝑘𝑡

)︁
𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓𝜓(𝑒𝑖(𝑡+𝜃))

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑡 +
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑡 +

+ 2
𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+

2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(
𝑘

𝑛+ 1
− 1)𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+ 2

∞∑︁
𝑘=2𝑛+2

𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡
)︁
𝑑𝑡.

Поклавши у формулi (7) 𝑚 = 𝑛 та врахувавши лему 1.2 з нерiвнiстю

|ℜ𝑧|+ |ℑ𝑧|
2

6 |𝑧| 6 |ℜ𝑧|+ |ℑ𝑧|,

отримаємо оцiнку для iнтеграла

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒
2

𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+

+ 2
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(
𝑘

𝑛+ 1
− 1)𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡+ 2

∞∑︁
𝑘=2𝑛+2

𝜓(𝑘) cos 𝑘𝑡
⃒⃒⃒
𝑑𝑡 =

= 𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
,
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тому отримаємо

‖𝑓(𝑧)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑧)‖∞ =

=
⃦⃦⃦ 1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓𝜓(𝑒𝑖(𝑡+𝜃))

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑡 +
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑡

)︁
𝑑𝑡
⃦⃦⃦
∞
+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) 6

6
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑡 +
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑡 + 𝑒−𝑖(𝑛+1)𝑡

𝑛∑︁
𝑘=0

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)𝑒−𝑖𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

𝑖(𝑛+1−𝑘)𝑡 +
𝑛∑︁
𝑘=0

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)𝑒−𝑖𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛+ 1− 𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡 +

𝑛∑︁
𝑘=0

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)𝑒−𝑖𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) 6

6
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)
(︁
(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘) + 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)

)︁
cos 𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)
(︁
(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)

)︁
sin 𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)). (10)

Оцiнимо iнтеграли в спiввiдношеннi (10) використавши (8) та лему 1.2, тому

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)
(︁
(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘) + 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)

)︁
cos 𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡 6

6 𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)). (11)

Для оцiнки другого iнтегралу використаємо (6) та лему 1.2

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)
(︁
(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)

)︁
sin 𝑘𝑡

⃒⃒⃒
𝑑𝑡 6
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6
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− (1− 𝑘
𝑛+1

)𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)) 6

6
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)). (12)

Пiдставивиши оцiнки (11) та (12) в (10), отримаємо нерiвнiсть

sup
𝑓∈𝐻𝜓

∞

‖𝑓(𝑧)− 𝑈𝑛(𝑓,Λ, 𝑧)‖∞ 6
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
.

Тепер покажемо iснування функцiї Φ ∈ 𝐻𝜓
∞, для якої Φ𝜓(·) = 𝜙(·), 𝜙 ∈ 𝑈𝐻 та

‖Φ(𝑧)− 𝑈𝑛(Φ,Λ, 𝑧)‖∞ =
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
.

Мiркуючи як при отриманнi (10) та використавши твердження лем 1.1 та 1.2, будемо мати

‖Φ(𝑧)− 𝑈𝑛(Φ,Λ, 𝑧)‖∞ > |Φ(1)− 𝑈𝑛(Φ,Λ, 1)| =

=
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝜋

−𝜋
𝜙(𝑒𝑖𝑡)

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑛+ 1
(1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑡 +
2𝑛+1∑︁
𝑘=𝑛+1

(2− 𝑘

𝑛+ 1
)𝜓(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
=

=
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑒𝑖𝑡)

𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)((1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)) sin 𝑘𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
=

=
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑒𝑖𝑡)

𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)((1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1))𝑒𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
.

Розглянемо полiном

𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)((1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1))𝑧𝑘.

За його коефiцiентами можемо побудувати многочлен 𝑄2𝑛(𝑧) порядку 2𝑛 та функцiю 𝜙 з ниж-
чевказаними властивостями.
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Як вiдомо (Goluzin, 1969, с. 489, теорема 6), iснує єдиний многочлен виду

𝑄2𝑛(𝑧) = (𝛼0 + . . .+ 𝛼𝜈𝑧
𝜈)2(𝛽0 + . . .+ 𝛽𝑛−𝜈𝑧

𝑛−𝜈)(𝛽𝑛−𝜈 + . . .+ 𝛽0𝑧
𝑛−𝜈),

де 𝜈 6 𝑛, 𝛼0 + . . .+ 𝛼𝜈𝑧
𝜈 ̸= 0 при |𝑧| 6 1, а 𝛼𝑘 та 𝛽𝑘 пов’язанi наступним спiввiдношенням

𝑄2𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘

𝑛+ 1
)((1− 𝜆𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1))𝑧𝑘 +

2𝑛∑︁
𝑘=𝑛+1

𝜚𝑘𝑧
𝑘

i який серед аналiтичних в одиничному крузi функцiй 𝑓, для яких частинна сума ряду Тейлора
порядку 𝑛 спiвпадає iз 𝑃𝑛(𝑧), дає найменше значення для величини

sup
0<𝑟<1

∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡.

Покладемо тепер

𝜙(𝑧) = 𝜀
𝛼𝜈 + . . .+ 𝛼0𝑧

𝜈

𝛼0 + . . .+ 𝛼𝜈𝑧𝜈
, |𝑧| = 1, |𝜀| = 1,

причому функцiя 𝜙(𝑧) буде мати наступнi властивостi (Goluzin, 1969, с. 491–492):
1) майже скрiзь |𝜙(𝑧)| 6 1 та 𝜙(𝑧) є аналiтичному при 𝑧 6 1;

2) arg 𝜙(𝑧)𝑄2𝑛(𝑧)
𝑧𝑛

= const майже скрiзь на 𝑧 = 1 i як наслiдок має мiсце рiвнiсть⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑒𝑖𝑡)𝑄2𝑛(𝑒
𝑖𝑡)

𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
=

∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝜙(𝑒𝑖𝑡)𝑄2𝑛(𝑒

𝑖𝑡)|𝑑𝑡 =
∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝑄2𝑛(𝑒

𝑖𝑡)|𝑑𝑡.

Отже, враховуючи сказане вище, отримаємо

|Φ(1)− 𝑈𝑛(Φ,Λ, 1)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 12𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑒𝑖𝑡)

𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡
𝑄2𝑛(𝑒

𝑖𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
=

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝑄2𝑛(𝑒

𝑖𝑡)|𝑑𝑡+𝑂(1)(𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)).

Оскiльки𝑄2𝑛(𝑧) належить простору Хардi, то до останнього iнтегралу застосуємо нерiвнiсть
Хардi–Лiттлвуда (Zygmund, 2002, с. 454). Отримаємо

|Φ(1)− 𝑈𝑛(Φ,Λ, 1)| >
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

(1− 𝑘
𝑛+1

)|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

+

+
2𝑛∑︁

𝑘=𝑛+1

|𝜚𝑘|
𝑘

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
>

>
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

+

+𝑂(1)
(︁
𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)
)︁
.

Теорему доведено.
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Зауваження 2.2. У випадку, коли 𝜓1, 𝜓2 (𝜓(𝑘) = 𝜓1(𝑘) + 𝑖𝜓2(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, . . .)
є опуклими донизу функцiями, як встановлено О. I. Степанцем (див., наприклад,
[??, с. 27]) рiвнiсть (9) є асимптотично точною, тобто залишковий член має по-
рядок менший вiд порядку головного члена. Асимптотично точною формула (9)
буде, зокрема, i у випадку монотонно спадних до 0 послiдовностей, тобто коли
𝜓1(𝑘) > 𝜓1(𝑘+1),𝜓2(𝑘) > 𝜓2(𝑘+1) за умов lim𝜓1(𝑘) = 0, lim𝜓2(𝑘) = 0, 𝑘 −→ ∞.
Дiйсно, тодi

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

|△𝜓1(𝑘)| =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

△𝜓1(𝑘) = 𝜓1(𝑛+ 1)

та має мiсце оцiнка (доведення див. (Zaderei, 1990, с. 102))

∞∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒⃒
⃒
[𝑘/2]∑︁
𝑙=1

△𝜓1(𝑘 + 𝑛+ 1− 𝑙)−△𝜓1(𝑘 + 𝑛+ 1 + 𝑙)

𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6𝑀𝜓1(𝑛+ 1).

I аналогiчно буде для 𝜓2. Прикладами таких послiдовностей є, наприклад: 𝜓(𝑘) =
1
𝑘 + 1

𝑘2

⃒⃒
sin 𝑘𝜋2

⃒⃒
, (Zaderei, 1990, с. 104); чи △𝜓(2𝑠) = 1

2𝑠 та △𝜓(𝑘) = 0, 𝑘 ̸= 2𝑠,
𝑠 = 0, 1, 2, 3, . . ., 𝜓(𝑘) =

∑︀∞
𝑚=𝑘△𝜓(𝑘) (Fomin, 1978, с. 217).

Умовам теореми задовольняють багато класичних середнiх (Валле-Пуссена,
Зигмунда тощо). Наведемо, наприклад, результат для середнiх типу
Валле-Пуссена 𝑉 𝑛

𝑝 (𝑓, 𝑧) :

𝜆
(𝑛)
𝑘 =

{︂
1, при 0 6 𝑘 6 𝑛− 𝑝,

1− 𝑘+𝑝−𝑛
𝑝+1 , при 𝑛− 𝑝+ 1 6 𝑘 6 𝑛.

Наслiдок 2.3. Нехай 𝑓 ∈ 𝐻𝜓
∞, 𝑛 ∈ N, дiйсна та уявна частини послiдовностi

𝜓 = 𝜓1 + 𝑖𝜓2 є монотонно спадними до 0, 𝑉 𝑛
𝑝 (𝑓, 𝑧) =

𝑛−𝑝∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 +

𝑛∑︀
𝑘=𝑛−𝑝+1

(︁
1 −

𝑘+𝑝−𝑛
𝑝+1

)︁
𝑎𝑘𝑧

𝑘 — середнi Валле-Пуссена. Тодi

sup
𝑓∈𝐻𝜓

∞

‖𝑓(𝑧)− 𝑉 𝑛
𝑝 (𝑓, 𝑧)‖∞ =

1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=𝑝

|𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+𝑂(|𝜓(𝑛− 𝑝+ 1)|).

Дiйсно, мають мiсце наступнi оцiнки

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

|△𝜓1(𝑘)| =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

△𝜓1(𝑘) = 𝜓1(𝑛+ 1)

та (доведення див. (Zaderei, 1990, с. 102))

∞∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒⃒
⃒
[𝑘/2]∑︁
𝑙=1

△𝜓1(𝑘 + 𝑛+ 1− 𝑙)−△𝜓1(𝑘 + 𝑛+ 1 + 𝑙)

𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6𝑀𝜓1(𝑛+ 1),
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тому

𝑉 𝑛
1 ((1− Λ)𝜓) +𝐵𝑛

1 ((1− Λ)𝜓) + 𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓) = 𝑂(|𝜓(𝑛− 𝑝+ 1)|).

Оскiльки

𝜆
(𝑛)
𝑛−𝑘+1 =

{︂
1, при 𝑝+ 1 6 𝑘 6 𝑛+ 1,

𝑘−2
𝑝+1 , при 0 6 𝑘 6 𝑝,

тому остаточно отримаємо

𝑛∑︁
𝑘=1

|(1− 𝜆𝑛+1−𝑘)𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

=

=

𝑝∑︁
𝑘=1

|𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)− 𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)− 𝑘−2
𝑝+1𝜓(𝑛+ 1− 𝑘)|

𝑘
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑝+1

|𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

=

=
𝑛∑︁

𝑘=𝑝+1

|𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

+𝑂
(︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

|
∑︀𝑛+𝑘

𝑛+1−𝑘△𝜓(𝜈)|
𝑘

)︁
+𝑂(|𝜓(𝑛− 𝑝+ 1)|) =

=
𝑛∑︁

𝑘=𝑝+1

|𝜓(𝑛+ 𝑘 + 1)|
𝑘

+𝑂(|𝜓(𝑛− 𝑝+ 1)|).

Для сум Тейлора (Haevskyi & Zaderei, 2016), тобто, коли

𝜆
(𝑛)
𝑘 =

{︂
1, при 0 6 𝑘 6 𝑛− 𝑝,
0, при 𝑛− 𝑝+ 1 6 𝑘 6 𝑛,

будемо мати:

Наслiдок 2.4. Нехай 𝜓(𝑘) ∈ C, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть, для якої вико-
нуються умови (3)–(5) та |𝜓(𝑘)| ̸= 0. Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐻𝜓

∞ та
будь-якого 𝑛 ∈ N справедливе спiввiдношення

sup
𝑓∈𝐻𝜓

∞

‖𝑟𝑛(𝑓, 𝑧)‖∞ =
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝜓(𝑘 + 𝑛+ 1)|
𝑘

+𝑂(1)
(︁
𝑉𝑛(𝜓) +𝐵𝑛(𝜓)

)︁
,

де 𝑂(1) — величина рiвномiрно обмежена по 𝑛 та 𝑓.

3 Висновки

Одержанi асимптотичнi рiвностi є поширенням на бiльш широкi класи функцiй
𝐻𝜓

∞ результатiв робiт (Scheick, 1966; Savchuk et al., 2010; Savchuk, 2008). Це зу-
мовлено тим, що на послiдовнiсть {𝜓(𝑘)}∞𝑘=0 накладаються бiльш слабкi умови
(умови Боаса–Теляковського), нiж у вище згаданих роботах.
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