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Анотацiя

Дана стаття має на метi продемонструвати можливостi рiзностороннiх пiдходiв
до однiєї математичної задачi. Тут наведена iсторiя виникнення формули Муавра–
Стiрлiнга для асимптотики 𝑛!. Пiсля цього ми наводимо рiзнi способи доведення
зазначеної формули. Цi способи використовують, наприклад, означення i геометри-
чний змiст визначеного iнтегралу, розклад функцiй у степеневий ряд, властивостi
Гамма-функцiї Ейлера, а також деякi частини теорiї ймовiрностей.

Цим прикладом ми хочемо показати рiзноманiтнiсть способiв, якi можна засто-
сувати до певної математичної задачi, використовуючи лише базовий математи-
чний апарат.
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1 Вступ

Познайомимося спершу з двома видатними математиками, в роботах яких
вперше з’явилася формула, що грає головну роль в данiй статтi. Авраам де Му-
авр вiдомий у свiтi математики як вчений, що зробив значний вклад у розвиток
теорiї чисел, комплексного аналiзу та, насамперед, теорiї ймовiрностей. Вiн є ав-
тором книги з теорiї ймовiрностей “The Doctrine of Chances”, а також першим, хто
сформулював центральну граничну теорему, одну з найважливiших теорем в тео-
рiї ймовiрностей. Де Муавр був одним з перших вчених, якi займалися розвитком
аналiтичної геометрiї i теорiї ймовiрностей одразу пiсля закладення фундаменту
цих галузей його попередниками, зокрема Х. Гюйгенсом та декiлькома математи-
ками iз сiм’ї Бернуллi. Вiн є автором другої в iсторiї книги з теорiї ймовiрностей
“The Doctrine of Chances: a method of calculating the probabilities of events in play”
(перша книга на схожу тему була написана Дж.Кардано в 1560-их i мала назву
“Liber de ludo aleae (On Casting the Die)”). Бiльш пiзнi видання цiєї книги вклю-
чали результат отриманий де Муавром в 1730-их роках, що полягає у наближеннi
бiномiального розподiлу функцiєю, яка зараз має назву Гауссiвська функцiя.

В процесi роботи над теорiєю ймовiрностей i зокрема властивостями бiномiаль-
ного розподiлу, Аврааму де Муавру часто необхiдно було обчислювати вирази, що
утримували 𝑛!, наприклад, бiномiальнi коефiцiєнти. Такi обчислення зазвичай за-
ймали багато часу, тому у вченого виникла потреба у створеннi наближеного обчи-
слення значення факторiалу натурального числа. Таким чином, в 1730 роцi Авра-
ам де Муавр опублiкував книгу “Miscellanea Analytica de Seriebus et Quadraturis
[Analytic Miscellany of Series and Integrals]”, в якiй була запропонована таблиця
наближених значень ln(𝑛!) для досить великих натуральних значень аргументу.
Згадаємо тепер, що в тi часи листування помiж преставниками математичного то-
вариства було ледве не найпопулярнiшим способом поширення власних вiдкриттiв
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i одним з вчених, з яким Муавр вiв активне листування, був математик Джеймс
Стiрлiнг.

Джеймс Стiрлiнг — шотландський математик, що здебiльшого працював у га-
лузях дифференцiального числення та аналiтичної геометрiї. Першою роботою
Стiрлiнга була стаття “Lineae Tertii Ordinis Neutonianae” (1717), що розширювала
Ньютонiвську теорiю про пласкi кривi третього порядку (в нiй Стiрлiнг додав 4
нових типи кривих до 72 описаних самим Ньютоном). Дана робота була видана в
Окфордi i одну з її копiй отримав Iсаак Ньютон. “Lineae Tertii Ordinis Neutonianae”
мiстить також iншi результати отриманi Стiрлiнгом, одним з яких був розв’язок
задачi про ортогональнi траекторiї (дана задача була сформульована Лейбнiцом i
такi математики як Леонард Ойлер та декiлька вчених з сiм’ї Бернулi намагалися
знайти її розв’зок, проте вдалося це зробити Джеймсу Стiрлiнгу в 1716 роцi). Не-
забаром пiсля видання Муавром книги “Miscellanea Analytica de Seriebus et Quad”,
Джеймс Стiрлiнг надiслав йому листа, в якому вiдмiчав похибку в пiдрахунках
Муавра, що робило створену таблицю занадто грубою для застосування в процесi
дослiджень. Також, у цьому листi Стiрлiнг навiв наступне спiввiдношення:

ln𝑛! = 𝑧 ln 𝑧−𝑧+ln
√
2𝜋− 1

2 · 12𝑧
+

7

8 · 360𝑧3
− 31

32 · 1260𝑧5
+... де 𝑧 = 𝑛+

1

2
. (1)

Муавр одразу ж впiзнав у коефiцiєнтах, що утримує права частина, числа Бернулi
𝐵2𝑘 (12 = 1 · 2 · 6, 360 = 3 · 4 · 30, 1260 = 5 · 6 · 42) i розпочав незалежно
виводити якнайбiльш наближену формулу, що включає бiльш просту змiнну 𝑛
безпосередньо.

ln𝑛! = (𝑛+
1

2
) ln𝑛− 𝑛+ 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵2𝑘

2𝑘(2𝑘 − 1)

(︂
1

𝑛2𝑘−1
− 1

)︂
(2)

Таким чином, два рiзних доведення формули, що наразi має назву формула Стiр-
лiнга (або ж формула Муавра–Стiрлiнга), були наведенi майже одночасно в книзi
Стiрлiнга “Methodus Differentialis” та в роботi де Муавра ge “Supplementum” to
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“Miscellanea Analytica” (в якiй Авраам де Муавр процитував Стiрлiнга i навiв
формулу (1)).1

Не дивлячись на те, що iсторiя виникнення формули Маувра–Стiрлiнга за-
кiнчилась бiльше, нiж три столiття тому, впродовж довгого промiжку часу ма-
тематики усього свiту не тiльки активно застосовували отримане наближення в
своїх наукових дослiдженнях, але й постiйно знаходили бiльш простi або витон-
ченi способи доведення цiєї формули. Наразi в рiзноманiтнiй лiтературi можна
налiчити щонайменше декiлька десяткiв доведень (у березнi 2012 року Стiвен
Данбар навiть видав статтю з назвою “Десять доведень формули Стiрлнга”). I хо-
ча це явище можна розглядати як просто цiкавий факт, ми ж використаємо його
в констекстi методики викладання математики. По-перше, за допомою декiлькох
доведень, наведених нижче ми проiлюструємо яким обсягом iнформацiї та дiє-
вих iнструментiв володiє студент, що прослухав курс математичного аналiзу та,
можливо сумiжних математичних дисциплiн (останнє з доведень, наприклад, про-
водиться з допомогою базових знань з теорiї ймовiрностей). По-друге, подальшi
викладки стануть яскравим прикладом того, що до багатьох задач математики
завжди iснує декiлька способiв їх розв’язати, адже розвиток нових теорiй i ме-
тодiв, а також iнтуїцiя i вигадливiсть вченого розширюють рамки уявлень про
стандартнi доведення. Врештi, ми розглянемо сфери застосування формули Стiр-
лiнга i зробимо деякi висновки.

2 Основна частина

У 1940 роцi у журналi “The American Mathematical Monthly” було опублiкова-
но написану П.М. Хаммелем статтю [1], яка подає чiтке i лаконiчне доведення,
яке ми розглянемо першим:

Розглянемо для 𝑘 ⩾ 2∫︁ 𝑘

𝑘−1

ln𝑥𝑑𝑥 >
1

2
(ln(𝑘 − 1) + ln 𝑘)

1Оригiнальнi доведення наведенi обома вченими в сучасних нотацiях можна знайти в [1]
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∫︁ 𝑘

𝑘−1

ln𝑥𝑑𝑥 =
1

2
(ln(𝑘 − 1) + ln 𝑘) + 𝛼𝑘 (3)

Просумуємо отриманi рiвностi для 𝑘 = 2, .., 𝑛:∫︁ 𝑛

1

ln𝑥𝑑𝑥 =
1

2
(ln 1+ln 2)+

1

2
(ln 2+ln 3)+ ...+

1

2
(ln(𝑛−1)+ln𝑛)+𝛼2+𝛼3+ ...+𝛼𝑛

𝑛 ln𝑛− 𝑛+ 1 = ln𝑛!− 1

2
ln𝑛+ 𝛼2 + 𝛼3 + ...+ 𝛼𝑛

ln𝑛! = (𝑛+
1

2
) ln𝑛− 𝑛+ 1− (𝛼2 + 𝛼3 + ...+ 𝛼𝑛)

Оскiльки ∀𝑘 𝛼𝑘 > 0, то ln𝑛! < (𝑛+ 1
2) ln𝑛− 𝑛+ 1.

Отже, 𝑛! < 𝑛𝑛+
1
2 · 𝑒−𝑛 · 𝑒. Щоб обмежити 𝛼𝑘 знизу проiнтегруємо (3):

𝛼𝑘 = −1 + (𝑘 − 1

2
) ln

𝑘

𝑘 − 1∫︁ 𝑘

𝑘−1

(︂
1

𝑥
− 1

𝑘

)︂2

𝑑𝑥 > 0

∫︁ 𝑘

𝑘−1

(︂
1

𝑥2
− 2

𝑘 · 𝑥
+

1

𝑘2

)︂2

𝑑𝑥 = −1

𝑘
+

1

𝑘 − 1
− 2

𝑘
· ln 𝑘

𝑘 − 1
+

1

𝑘
− 𝑘 − 1

𝑘2
=

=
1

𝑘 − 1
+

1− 𝑘

𝑘2
− 2

𝑘
ln

𝑘

𝑘 − 1
> 0

ln
𝑘

𝑘 − 1
<

𝑘

2(𝑘 − 1)
+

1− 𝑘

2𝑘

𝛼𝑘 < −1 +
𝑘2

2(𝑘 − 1)
+

1

2
− 𝑘

2
− 𝑘

4(𝑘 − 1)
− 1− 𝑘

4𝑘
<

1

4𝑘(𝑘 − 1)

𝛼𝑘 <
1

4𝑘(𝑘 − 1)
=

1

4

(︂
1

𝑘 − 1
− 1

𝑘

)︂
.

Таким чином,

𝛼2 + ...+ 𝛼𝑛 <
1

4

(︂(︂
1− 1

2

)︂
+

(︂
1

2
− 1

3

)︂
+ ...+

(︂
1

𝑛− 1
− 1

𝑛

)︂)︂
=

1

4

(︂
1− 1

𝑛

)︂
<

1

4
.

Або
ln𝑛! > (𝑛+

1

2
) ln𝑛− 𝑛+ 1− 1

4
=⇒ 𝑛! > 𝑒3/4

√
𝑛𝑛𝑛 · 𝑒−𝑛.
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Отже, автор отримав наближення

𝑒
√
𝑛 · 𝑛𝑛 · 𝑒−𝑛 > 𝑛! > 𝑒3/4

√
𝑛 · 𝑛𝑛 · 𝑒−𝑛.

Тобто,
𝑛! ≈ 𝐶 ·

√
𝑛 · 𝑛𝑛𝑒−𝑛, де 𝑒3/4 < 𝐶 < 𝑒. (4)

Таким чином, бачимо, що користуючись лише означення визначеного iнтегралу
та властивостями логарифму можна отримати результат (4), тобто оцiнити О(n!),
хоча й знайти точне значення константи С автору не вдалося. Зазначимо також,
що метод оцiнки залишкового члену, що був застосований, є досить ефектифним
при спробi знайти деяке наближення або ж обчислити величину в граничному
сенсi.

Розглянемо тепер iнше доведення, що було опублiковане пiзнiше, у 1955 роцi, у
тому самому журналi автором Хербертом Роббiнсом [2]: Позначимо спочатку

𝑆𝑛 = ln𝑛! =
𝑛−1∑︁
𝑝=1

ln(𝑝+ 1)

ln(𝑝+ 1) = 𝐴𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝜖𝑝

𝐴𝑝 =

∫︁ 𝑝+1

𝑝

ln𝑥𝑑𝑥

𝑏𝑝 =
1

2
(ln(𝑝+ 1)− ln 𝑝)

𝜖𝑝 =

∫︁ 𝑝+1

𝑝

ln𝑥𝑑𝑥− 1

2
(ln(𝑝+ 1)− ln 𝑝).

Тодi

𝑆𝑛 =
𝑛−1∑︁
𝑝=1

(𝐴𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝜖𝑝) =

∫︁ 𝑛

1

ln𝑥𝑑𝑥+
1

2
ln𝑛−

𝑛−1∑︁
𝑝=1

𝜖𝑝,

∫︁
ln𝑥 = 𝑥 ln𝑥− 𝑥 =⇒ 𝑆𝑛 =

(︂
𝑛+

1

2

)︂
ln𝑛− 𝑛+ 1−

𝑛−1∑︁
𝑝=1

𝜖𝑝

𝜖𝑝 =
2𝑝+ 1

2
ln
𝑝+ 1

𝑝
− 1

Використовуючи розклад у ряд Тейлора ln 1+𝑥
1−𝑥 = 2(𝑥+ 𝑥3

3 + 𝑥5

5 + ...) для |𝑥| < 1 i
покладаючи
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𝑥 =
1

2𝑝+ 1
=⇒ 1 + 𝑥

1− 𝑥
=
𝑝+ 1

𝑝
,

𝜖𝑝 =
1

3(2𝑝+ 1)2
+

1

5(2𝑝+ 1)4
+ ... <

1

3(2𝑝+ 1)2

(︂
1 +

1

(2𝑝+ 1)2
+

1

(2𝑝+ 1)4
+ ...

)︂
=

=
1

3(2𝑝+ 1)2
· 1

1− 1
(2𝑝+1)2

=
1

12

(︂
1

𝑝
+

1

𝑝+ 1

)︂

𝜖𝑝 >
1

3(2𝑝+ 1)2

(︂
1 +

1

3(2𝑝+ 1)2
+

1

(3(2𝑝+ 1)2)2
+ ...

)︂
=

1

3(2𝑝+ 1)2
· 1

1− 1
3(2𝑝+1)2

=

=
1

2

(︂
1

𝑝+ 1
12

− 1

𝑝+ 1 + 1
12

)︂
.

Позначимо 𝐵 =
∑︀∞

𝑝=1 𝜖𝑝, 𝑟𝑛 =
∑︀∞

𝑝=𝑛 𝜖𝑝, причому 1
13 < 𝐵 < 1

12 .

𝑆𝑛 = (𝑛+
1

2
) ln𝑛− 𝑛+ 1−𝐵 + 𝑟𝑛.

Або, покладаючи 𝐶 = 𝑒1−𝐵, маємо

𝑛! = 𝐶 · 𝑛𝑛+
1
2𝑒−𝑛𝑒𝑟𝑛,

1

12𝑛+ 1
< 𝑟𝑛 <

1

12𝑛
, 𝑒11/12 < 𝐶 < 𝑒12/13.

Дане доведення використовує бiльш складний математичний апарат. В основi до-
ведення – геометрична iдея: розглянути криволiнiйну трапецiю, що утворена лi-
нiями 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 = 𝑝, 𝑥 = 𝑝 + 1, 𝑦 = 0 як суму прямокутника, прямокутного
трикутника i частинки мiж хордою та кривою 𝑦 = ln𝑥, тодi скориставшись вла-
стивiстю логарифма i записавши ln𝑛! =

∑︀𝑛−1
𝑝=1 ln(𝑝+ 1), утворивши вiдповiднi до

геометричної iнтерпретацiї суми та використавши розклад логарифма в ряд Тей-
лора зможемо дiстати результат бiльш точний, нiж у минулому методi, проте з
все ще невизначеною константою.

Звернемось тепер до доведення приведеного на сторiнках журналу у 1986р. [3]:
Перепишемо, спочатку, формулу Стiрлiнга у термiнах гама-функцiї:

Γ(𝛼) =

(︂
𝛼− 1

𝑒

)︂𝛼−1

·
√︀

2𝜋(𝛼− 1), 𝛼→ ∞

Тодi доведення:

Γ(𝛼) =

∫︁ ∞

0

𝑥𝛼−1𝑒−𝑥𝑑𝑥, 𝛼 > 0
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𝜓𝛽 ln𝑥− 𝑥, 𝛽 = 𝛼− 1 =⇒ Γ(𝛼) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝛽 ln𝑥−𝑥𝑑𝑥.

Функцiя 𝜓𝛽 = 𝛽 ln𝑥− 𝑥 має максимум в точцi 𝑥 = 𝛽 i

𝜓𝛽(𝛽 + 𝑦) ≈ 𝛽 ln 𝛽 − 𝛽 − 1

2𝛽
𝑦2

Γ(𝛼) ≈ 𝑒𝛽 ln𝛽−𝛽 ·
∫︁ ∞

−∞
𝑒−

1
2𝛽 𝑦

2

𝑑𝑦 =

(︂
𝛽

𝑒

)︂𝛽

·
√︀

2𝜋𝛽

𝜓𝛽(𝛽 + 𝑦) ≈ 𝛽 ln 𝛽 − 𝛽 − 𝛽𝑔

(︂
𝑦
𝑦

𝛽

)︂
, де 𝑔(𝑣) = 𝑣 − ln(1 + 𝑣)

Γ(𝛼) =

(︂
𝛽

𝑒

)︂𝛽 ∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝛽𝑔( 𝑦𝛽 )𝑑𝑦.

Покладемо 𝑦 =
√
𝛽𝑧

Γ(𝛼) =

(︂
𝛽

𝑒

)︂𝛽

·
√︀
2𝜌𝛽 · Γ1(𝛽), де Γ1(𝛽) =

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−
√
𝛽

𝑒−𝛽𝑔( 𝑧√
𝛽
)𝑑𝑧.

Для подальшого доведення доведемо лему:

lim
𝛽−→∞

Γ1(𝛽) = lim
𝛽−→∞

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−
√
𝛽

𝑒−𝛽𝑔( 𝑧√
𝛽
)𝑑𝑧 = 1.

Для фiксованого 𝐿 <∞

Γ1(𝛽) = Γ𝐿(𝛽) + 𝜏𝐿(𝛽)

Γ𝐿(𝛽) =
1√
2𝜋

∫︁ 𝐿

−𝐿

𝑒−𝛽𝑔( 𝑧√
𝛽
)𝑑𝑧 → 1√

2𝜋

∫︁ 𝐿

−𝐿

𝑒−
1
2𝑧

2

𝑑𝑧, 𝛽 → ∞.

А для малих 𝜈 виконується

(1− 𝜖)
1

2
𝜈2 < 𝑔(𝜈) < (1 + 𝜖)

1

2
𝜈2.

Залишилось оцiнити 𝜏𝛼(𝛽) .Розглянемо верхнiй хвiст. Позначимо ℎ(𝑧) = 𝛽𝑔
(︁

𝑧√
𝛽

)︁
Тодi

∫︀ 𝛽

𝐿 𝑒
−ℎ(𝑧)𝑑𝑧 ⩽ 1

ℎ′(𝐿)

∫︀∞
𝐿 ℎ′(𝑧)𝑒−ℎ(𝑧)𝑑𝑧 = 1

ℎ′(𝐿)𝑒
−ℎ(𝐿) −−−→

𝛽→∞
1
𝐿𝑒

− 1
2𝐿

2

.

Перша нерiвнiсть виконується, адже ℎ′(𝑧) =
√
𝛽𝑧√
𝛽+𝑧

— зростаюча при 𝑧 > 0.

𝜏𝐿(𝛽) ⩽
2√
2𝜋

· 1
𝐿
𝑒−

1
2𝐿

2

+ 𝜖,
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що i завершує доведення.
Дiаконiс i Фрiдман у своєму варiантi доведення скористалися гама-функцiєю

та її властивостями . Введення додаткових функцiй та декiлька наближень допо-
могли спростити подальшу процедуру доведення. Таким чином, дане доведення є
бiльш багатим на застосування математичного iнструментарiю, нiж попереднi.

Варто придiлити увагу ще одному доведенню, що також використовує
гама-функцiю, але напряму:

𝑛! = Γ(𝑛+ 1) =

∫︁ ∞

0

𝑥𝑛𝑒−𝑥𝑑𝑥 = |𝑥 =
√
𝑛𝑡| =

∫︁ ∞

−
√
𝑛

(𝑛+
√
𝑛𝑡)𝑛 · 𝑒−𝑛+

√
𝑛𝑡
√
𝑛𝑑𝑡 =

=
𝑛𝑛 ·

√
𝑛

𝑒𝑛
·
∫︁ ∞

−
√
𝑛

(︂
1 +

𝑡√
𝑛

)︂𝑛

· 𝑒−
√
𝑛𝑡𝑑𝑡

lim
𝑛→∞

(︂
1 +

𝑡√
𝑛

)︂𝑛

· 𝑒−
√
𝑛𝑡 = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑡)

ln(1 + 𝑥) = 𝑥− 𝑥2

2
+ 𝑜(|𝑥3|),∀𝑥 ⩽

1

2

lim
𝑛→∞

(ln 𝑓𝑛(𝑡)) = lim
𝑛→∞

(︂
𝑛 · 𝑡√

𝑛
− 𝑛 · 𝑡

2

2𝑛
+ 𝑛 · 𝑜

(︂
|𝑡3|
𝑛
√
𝑛

)︂)︂
=

−𝑡2

2

Отже, lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑒−
𝑡2

2 .
Тодi,

𝑛→ 𝑛𝑛
√
𝑛

𝑒𝑛

∫︁ ∞

−∞
𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡 =
𝑛𝑛

√
𝑛

𝑒𝑛
· 2
√︂
𝜋

2
=

√
2𝜋𝑛 · 𝑛𝑛

𝑒𝑛
.

Провiвши замiну вiд знаком невласного iнтеграла та виконавши розклад ло-
гарифма в ряд Тейлора iз залишковим членом у формi Пеано, привiвши наш
iнтеграл до Пуасонiвського отримуємо формулу Стiрлiнга. Останнє доведення є
досить чiтким. Тут гама-функцiя виступає лише як допомiжна, все, що треба про
неї знати – це лише її зв’язок iз факторiалом та значення в деяких точках, решта
доведення базується на вдалiй замiнi пiд знаком iнтегралу, а також застосуваннi
формули Тейлора з залишковим членом у формi Пеано.

Ймовiрнiснi доведення формули Стiрлiнга

Наведемо спочатку нестроге доведення.
Припустимо, що 𝑋1, 𝑋2, ... — незалежнi пуассонiвски-розподiленi випадковi ве-

личини з 𝜆 = 1. Покладемо 𝑆𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=1𝑋𝑗. Тодi оскiльки ∀𝑗 ∈ N E[𝑋𝑗] =
1,D[𝑋𝑗] = 1, то з властивостей математичного сподiвання i дисперсiї, а також
незалежностi в.в. 𝑋𝑗, 𝑗 ∈ N випливає, що E[𝑆𝑛] = 𝑛,D[𝑆𝑛] = 𝑛.
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Використаємо далi Центральну Граничну Теорему i розглянемо

P[𝑆𝑛 = 𝑛] = P[𝑛− 1 < 𝑆𝑛 ⩽ 𝑛] = P

[︂
− 1√

𝑛
<
𝑆𝑛 − 𝑛√

𝑛
⩽ 0

]︂
≈

≈
∫︁ 0

−1/
√
𝑛

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥 ≈ 1√

2𝜋
· 1√

𝑛
.

З iншого боку 𝑆𝑛 є є пуассонiвською в.в. як сума скiнченої кiлькостi пуассонiв-
ських в.в., причому 𝜆𝑛 = 𝑛, тому

P[𝑆𝑛 = 𝑛] =
𝑒−𝑛𝑛𝑛

𝑛!
,

Поєднавши двi отриманi рiвностi отримаємо 𝑛! ≈
√
2𝜋𝑛𝑛+1/2𝑒−𝑛. Хоча i наведе-

ний вище способ не може слугувати точним доведенням формули, вiн є чудовою
iлюстрацiєю того, як за допомогою базових понять теорiї ймовiрностей можна до-
водити теореми математичного аналiзу, а також дає iдею для подальшого бiльш
строгого доведення.

Наведемо тепер бiльш строге ймовiрнiсне доведення формули.
Розглянемо спочатку в.в. 𝜃 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠(𝜆), 𝜆 > 0 i згадаємо, що характеристична

функцiя цiєї в.в. має вигляд 𝑝(𝜃, 𝜆) = 𝑒𝜆(𝑒
𝑖𝜃−1). Вiдомо також, що характеристина

функцiя однозначно визначає розподiл в.в., тобто розподiл ймовiрностей у випад-
ку дискретної в.в. Таким чином, використаємо обернене перетворення Фур’є

𝐼𝑘 = 𝑝(𝑘, 𝜆) = P(𝜃 = 𝑘) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒𝑘(𝑒
𝑖𝜃−1−𝜃)𝑑𝜃, 𝑘 = 0, 1, 2....

Розглянемо також Гауссiвський iнтеграл вигляду

𝐽𝑘 =
1√
2𝜋𝑘

=
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑘𝜃2/2𝑑𝜃.

Загальним планом є показати, що 𝐼𝑘 ≈ 𝐽𝑘 в деякому строгому сенсi.
Введемо тепер

𝐼𝑘 =
1

2𝜋

∫︁
|𝜃|⩽1

𝑒𝑘(𝑒
𝑖𝜃−1−𝑖𝜃)𝑑𝜃 +

1

2𝜋

∫︁
1<|𝜃|⩽𝜋

𝑒𝑘(𝑒
𝑖𝜃−1−𝑖𝜃)𝑑𝜃 = 𝐼

(1)
𝑘 + 𝐼

(2)
𝑘 ,

𝐽𝑘 =
1

2𝜋

∫︁
|𝜃|⩽1

𝑒𝑘𝜃
2/2𝑑𝜃 +

1

2𝜋

∫︁
1<|𝜃|⩽𝜋

𝑒𝑘𝜃
2/2𝑑𝜃 = 𝐽

(1)
𝑘 + 𝐽

(2)
𝑘 .

Наведемо тепер декiлька нерiвностей, доведення яких випливає з розладу експо-
ненти у степеневий ряд:
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1. Для 𝐴 ∈ C |𝑒𝐴| = 𝑒𝑅𝑒(𝐴),

2. Для 𝜃 ∈ R |𝑒𝑖𝜃 − 1− 𝑖𝜃| ⩽ 𝜃2/2,

3. Для 𝜃 ∈ R |𝑒𝑖𝜃 − 1− 𝑖𝜃 + 𝜃2

2 | ⩽ |𝜃|3/3!,

4. Для 𝐴,𝐵 ∈ C |𝑒𝐴 − 𝑒𝐵| ⩽ |𝐴−𝐵|𝑒𝑚𝑎𝑥|𝑅𝑒(𝐴),𝑅𝑒(𝐵)|.

Використавши нерiвнiсть трикутника, отримаємо

𝐼
(2)
𝑘 ⩽

1

2𝜋

∫︁
1<|𝜃|⩽𝜋

|𝑒𝑘(𝑒𝑖𝜃−1−𝑖𝜃)|𝑑𝜃 ⩽ 1

2𝜋

∫︁
1<|𝜃|⩽𝜋

𝑒𝑘·cos 𝜃−1𝑑𝜃 ⩽

𝑒𝑘·(cos 1−1) 1

2𝜋

∫︁
1<|𝜃|⩽𝜋

𝑑𝜃 ⩽ 𝑒𝑘·(cos 1−1)

Оцiнимо тепер

𝐽
(2)
𝑘 =

1

2𝜋

∫︁
|𝜃|>1

𝑒−
𝑘𝜃2

2 𝑑𝜃 ⩽
1

2𝜋

∫︁
|𝜃|>1

|𝜃| · 𝑒−
𝑘𝜃2

2 𝑑𝜃 =
1

2𝜋
· 2
𝑘
· 𝑒−

𝑘
2 .

Отже, 𝐼(2)𝑘 i 𝐽 (2)
𝑘 прямують до нуля з експоненцiйною швидкiстю.

Розглянемо 𝐼(1)𝑘 − 𝐽
(1)
𝑘 = 1

2𝜋

∫︀ 1

−1(𝑒
𝑘(𝑒𝑖𝜃−1−𝑖𝜃) − 𝑒−

𝑘𝜃2

2 )𝑑𝜃.
При |𝜃| ⩽ 1 використаємо (3) i отримаємо наступну оцiнку

|cos 𝜃 − 1 +
𝜃2

2
| ⩽ |cos 𝜃 + 𝑖 · sin 𝜃 − 1− 𝑖𝜃 +

𝜃2

2
| ⩽ |𝑒𝑖𝜃 − 1− 𝑖𝜃 +

𝜃2

2
| ⩽ |𝜃3|

3!
⩽
𝜃2

6
.

Тодi матимемо

|𝐼(1)𝑘 − 𝐽
(1)
𝑘 | = 1

2𝜋

∫︁ 1

−1

|𝑒𝑘(𝑒𝑖𝜃−1−𝑖𝜃) − 𝑒−
𝑘𝜃2

2 |𝑑𝜃 ⩽ 𝑘

∫︁ 1

−1

|𝜃3|
3!
𝑒−

𝑘𝜃2

3 𝑑𝜃 = |𝜑 =
√
𝑘𝜃| =

=
1

6𝑘

∫︁ √
𝑘

−
√
𝑘

|𝜑3|𝑒
𝜑3

3 𝑑𝜑 =
3

2𝑘
− 𝑒−

𝑘
3

2
− 3𝑒

𝑘
3

2𝑘
−−−→
𝑘→∞

0.

Таким чином,

|𝐼𝑘 − 𝐽𝑘| −−−→
𝑘→∞

0 ⇒
⃒⃒⃒⃒
𝑘𝑘𝑒−𝑘

𝑘!
− 1√

2𝜋𝑘

⃒⃒⃒⃒
−−−→
𝑘→∞

0 ⇔ lim
𝑘→∞

√
2𝜋𝑘𝑘𝑘𝑒−𝑘

𝑘!
= 1

Перше з наведених доведень, хоча й не є математично строгим, але є чудо-
вим прикладом вдалої iнтеграцiї сумiжних галузей математики в математичний
аналiз. Друге з розглянутих доведень задовольняє всi канони математичної сто-
рогостi i насправдi бiльше нагадує аналiтичне доведення з ймовiрнiсною iдеєю,
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що тiльки пiдтвержує необхiднiсть вивчення аналiзу в першi роки отримання ма-
тематичної освiти.

Цiкаво також, що хоча й одним зi способiв доведення правильностi формули є
застосування ймовiрнiсного методу, в самiй теорiї йсовiрностей дане наближення
стає часто у нагодi (одним з прикладiв є початкова цiль отримання апроксимацiї
Стiрлiнга–Муавра — обчислення бiномiальних коефiцiєнтiв, а згодом i теореми
Муавра–Лапласа). Проте це наближення знаходить застосування i в iнших галу-
зях також.

3 Висновки
Iсторiя однiєї формули — формули Муавра–Стiрлiнга — є прикладом того,

скiльки рiзних способiв iснує для вирiшення однiєї математичної задачi. Цi спосо-
би можуть використовувати методи з рiзних математичних галузей; бути строги-
ми в математичному сенсi, чи давати лише натяк на можливе доведення; давати
точну вiдповiдь на питання чи встановлювати межi, в яких цю вiдповiдь варто
шукати.

Таким чином, дана стаття iлюструє, що навiть базовi математичнi знання да-
ють можливiсть розв’язувати непростi задачi математики.
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A. S. Kovtun, O.O. Demianenko (2020). The story of one formula. Mathematics in Modern Technical
University, 2020 (1), 33–45.

Abstract. This article aims to represent the diversity of approaches applicable to a certain
mathematical problem – Stirling’s approximation was chosen here to achieve the mentioned goal.
The first section of the work gives a sight of how the formula appeared, from the derivation of an
idea to a publication of the strict results. Further, we provide readers with six different proofs of
the approximation. Two of them use methods from calculus and mathematical analysis such that
properties of logarithmic function and definite integral as well as representing functions as power
series. The other two apply the Gamma function due to its connection with the notion of the factorial,
namely Γ(𝑛) = 𝑛!, 𝑛 ∈ N. The last two have a probabilistic idea in their core: both of them combine
Poisson distributed random variables with Central Limit Theorem to yield the desired formula. Some
of the given proofs are not mathematically rigorous but rather give a sketch of a strict proof.

Having all the results we assert that this story can be a good example of the variety of methods
that can be used to solve one mathematical problem, even though all the listed proofs use only basic
knowledge from several mathematical courses.

Keywords: Stirling’s formula; factorial; Taylor series.
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