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Анотацiя

Пiд час обчислення границь числових послiдовностей та розв’язаннi iнших за-
дач елементарної та вищої математики виникає проблема обчислення сум та до-
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перетворень таких сум та добуткiв, зокрема: зведення до арифметичної або гео-
метричної прогресiї, метод математичної iндукцiї, метод скорочення промiжних
доданкiв або спiвмножникiв, згортання добуткiв, зведення до вже вiдомих сум та
добуткiв.
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1 Метод зведення до арифметичної (а. п.) або гео-
метричної (г. п.) прогресiї

Приклад 1. Знайти 𝑆𝑛(𝑥) = 1 + 2𝑥+ 3𝑥2 + ...+ 𝑛𝑥𝑛−1, де 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R.
Розв’язання. Розглянемо

𝑆𝑛(𝑥)− 𝑥𝑆𝑛(𝑥) =
= (1 + 2𝑥+ 3𝑥2 + ...+ 𝑛𝑥𝑛−1)− (𝑥+ 2𝑥2 + ...+ (𝑛− 1)𝑥𝑛−1 + 𝑛𝑥𝑛)

(1 − 𝑥)𝑆𝑛(𝑥) = 1 + 𝑥+ 𝑥2 + ...+ 𝑥𝑛−1⏟  ⏞  
..

−𝑛𝑥𝑛 =
1− 𝑛

1− 𝑥
− 𝑛𝑥𝑛,

Звiдки

𝑆𝑛(𝑥) =
1− 𝑛

(1− 𝑥)2
− 𝑛𝑥𝑛

1− 𝑥
.

Приклад 2. Знайти 𝑆𝑛 = 7 + 77 + 777 + ...+ 7...7⏟ ⏞ 
𝑛

.

Розв’язання.

𝑆𝑛 = 7
9

(︃
9 + 99 + 999 + ...+ 9...9⏟ ⏞ 

𝑛

)︃
=

= 7
9

(︀
(10− 1) + (102 − 1) + (103 − 1) + ...+ (10𝑛 − 1)

)︀
=

= 7
9

(︃
10 + 102 + 103 + ...+ 10𝑛⏟  ⏞  

..

−𝑛

)︃
=

= 7
9

(︁
10(10𝑛−1)

10−1 − 𝑛
)︁
= 7

81

(︀
10𝑛+1 − 9𝑛+ 10

)︀
.

Приклад 3. Знайти 𝑆
(2)
𝑛 = 12 + 22 + 32 + ...+ 𝑛2.

Розв’язання. Розглянемо тотожнiсть

(𝑛+ 1)3 − 𝑛3 = 3𝑛2 + 3𝑛+ 1, 𝑛 ∈ N.

Тодi можемо записати рiвностi

23 − 13 = 3 · 12 + 3 · 1 + 1,

33 − 23 = 3 · 22 + 3 · 2 + 1,

43 − 33 = 3 · 32 + 3 · 3 + 1,

(𝑛+ 1)3 − 𝑛3 = 3 · 𝑛2 + 3 · 𝑛+ 1.
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Додамо всi цi рiвностi i пiсля скорочень (використовуючи формулу суми а.п.),
маємо:

(𝑛+ 1)3 − 1 = 3 (12 + 22 + 32 + ...+ 𝑛2)⏟  ⏞  
𝑆
(2)
𝑛

+3 (1 + 2 + 3 + ...+ 𝑛)⏟  ⏞  
..𝑆

(1)
𝑛

+𝑛.

Звiдки, пiсля очевидних перетворень, маємо:

𝑆(2)
𝑛 = 12 + 22 + 32 + ...+ 𝑛2 =

𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 2)

6
.

Зауваження. Аналогiчно, iз тотожностi

(𝑛+ 1)4 − 𝑛4 = 4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛+ 1,

отримаємо, знаючи 𝑆
(2)
𝑛 та 𝑆

(1)
𝑛 :

𝑆
(3)
𝑛 = 13 + 23 + 33 + ...+ 𝑛3 =

(︁
𝑛(𝑛+1)

2

)︁2
=

=
(︁
𝑆
(1)
𝑛

)︁2
= (1 + 2 + 3 + ...+ 𝑛)2.

— дуже цiкаву властивiсть натуральних чисел. Приклад 4. Знайти 𝑆𝑛 = 𝑎1+ 𝑎2+
𝑎3 + ...+ 𝑎𝑛, де {𝑎𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть Фiбоначчi, тобто

𝑎1 = 𝑎2 = 1,

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2⏟  ⏞  , 𝑛 > 3, 𝑛 ∈ N.

{𝑎𝑛}∞1 = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...}
. Розв’язання. Шукаємо

𝑎𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 = 𝑢1𝑝
𝑛−1 + 𝑣1𝑞

𝑛−1

— сума двох рiзних геометричних прогресiй: 𝑢1, 𝑣1 — їх першi члени, 𝑝, 𝑞 — зна-
менники (𝑝 ̸= 𝑞). Iз умов

𝑢1 + 𝑣1 = 1,

𝑢1𝑝+ 𝑣1𝑞 = 1,

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 = (𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1) + (𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2) ,

маємо

𝑢1 =

√
5− 1

2
√
5

, 𝑣1 =

√
5 + 1

2
√
5

, 𝑝 =
1−

√
5

2
, 𝑞 =

1 +
√
5

2
,



V.O. Bilyi, O.G. Bilyi (2017) 780

тобто
𝑎𝑛 =

1√
5
(𝑞𝑛 − 𝑝𝑛) , 1− 𝑞 = 𝑝, 1− 𝑝 = 𝑞, 𝑝𝑞 = −1.

Тодi

𝑆𝑛 = 1 + 1 + 𝑎3 + ...+ 𝑎𝑛 = 1√
5

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑞𝑘 −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘
)︂

=

= 1√
5

(︁
1−𝑞𝑛+1

𝑝 − 1−𝑝𝑛+1

𝑞

)︁
= 1√

5

(︀
𝑞𝑛+2 − 𝑝𝑛+2

)︀
− 1.

2 Метод математичної iндукцiї
Приклад 1. Довести, що

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

arctg
1

2𝑘2
= arctg

𝑛

𝑛+ 1
.

. Доведення. 1. При 𝑛 = 1 маємо правильну рiвнiсть

𝑆𝑛 = arctg
1

2 · 12
= arctg

1

1 + 1
.

2. Нехай
𝑆𝑛 = arctg

𝑛

𝑛+ 1

. 3. Знайдемо
𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + arctg 𝑛

2(𝑛+1)
2 =

= arctg 𝑛
𝑛+1 + arctg 𝑛

2(𝑛+1)
2 = arctg

𝑛
𝑛+1+

𝑛

2(𝑛+1)2

1− 𝑛

2(𝑛+1)3
=

= arctg (𝑛+1)(2𝑛2+2𝑛+1)
(2𝑛2+2𝑛+1)(𝑛+2) = arctg 𝑛+1

𝑛+2 .

, Припущення вiрно. Тепер неважко бачити, що

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

arctg
1

2𝑘2
= arctg 1 =

𝜋

4

. Приклад 2. Довести, що

𝑃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑛+ 𝑘

2𝑘 − 1
=

𝑛+ 1

1
· 𝑛+ 2

3
· 𝑛+ 3

5
· ... · 2𝑛− 1

2𝑛− 3
· 2𝑛

2𝑛− 1
= 2𝑛

. Доведення. 1. При 𝑛 = 2 маємо правильну рiвнiсть

𝑃2 =
2 + 1

1
· 2 + 2

3
= 4 = 22.
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2. Нехай, дiйсно 𝑃𝑛 = 2𝑛. 3. Знайдемо

𝑃𝑛+1 =
𝑛+1
1 · 𝑛+2

3 · 𝑛+3
5 · ... · 2𝑛+1

2𝑛−1 ·
2(𝑛+1)
2𝑛+1 =

= 𝑃𝑛 · (2𝑛+1)2(𝑛+1)
(𝑛+1)(2𝑛+1) = 2𝑛 · 2 = 2𝑛+1,

припущення вiрно. Приклад 3. Довести, що

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘 · 𝑘! = (𝑛+ 1)!− 1

. Доведення. 1. При 𝑛 = 1, 𝑆1 = 𝑆𝑛 = 1 ·1! = (2)!−1 = 1 — вiрно. 2. Нехай, дiйсно
𝑆𝑛 = (𝑛+ 1)!− 1. 3. Знайдемо

𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + (𝑛+ 1) · (𝑛+ 1)! = (𝑛+ 1)!− 1 + (𝑛+ 1) · (𝑛+ 1)! =
= (𝑛+ 1)!((𝑛+ 1) + 1)− 1 = (𝑛+ 2)!− 1.

Рiвнiсть доведено. Приклад 4. Довести, що

𝑃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=2

(︂
1− 1

𝑘2

)︂
=

𝑛+ 1

2𝑛
, 𝑛 > 2.

Доведення. 1. При 𝑛 = 2, маємо правильну рiвнiсть

𝑃2 = 1− 1

4
=

2 + 1

2 + 2
=

3

4
.

2. Припустимо, що, дiйсно

𝑃𝑛 =
𝑛+ 1

2𝑛
.

3. Обчислимо

𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛 ·
(︂
1− 1

(𝑛+ 1)2

)︂
=

𝑛+ 1

2𝑛
· 𝑛(𝑛+ 2)

(𝑛+ 1)2
=

𝑛+ 2

2(𝑛+ 1)
.

Ясно, що

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛+ 1

2𝑛
=

1

2
.

3 Метод скорочення промiжних доданкiв або спiв-
множникiв, згортання добуткiв

Приклад 1. Знайти

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

2𝑘 + 1

𝑘2(𝑘 + 1)2
.
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Розв’язання. Розглянемо загальний член суми 𝑎𝑘 i подамо його в такому виглядi:

𝑎𝑘 =
2𝑘 + 1

𝑘2(𝑘 + 1)2
=

(𝑘 + 1)2 − 𝑘2

𝑘2(𝑘 + 1)2
=

1

𝑘2
− 1

(𝑘 + 1)2
,

тодi
𝑆𝑛 =

(︀
1
12 −

1
22

)︀
+
(︀

1
22 −

1
32

)︀
+ ...+

(︁
1
𝑛2 − 1

(𝑛+1)
2

)︁
=

= 1− 1
(𝑛+1)

2 =
𝑛(𝑛+2)

(𝑛+1)
2 .

. Тепер

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛+ 2)

(𝑛+ 1)2
= 1.

Приклад 2. Обчислити

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

arctg
2

𝑘2

. Розв’язання. Маємо

𝑎𝑘 = arctg
2

𝑘2
= arctg

(𝑘 + 1)− (𝑘 − 1)

1 + (𝑘2 − 1)
= arctg(𝑘 + 1)− arctg(𝑘 − 1),

тодi
𝑆𝑛 = (arctg 2− arctg 0) + (arctg 3− arctg 1) + ...+
+(arctg(𝑛+ 1)− arctg(𝑛− 1)) = arctg(𝑛+ 1).

. Звiдси
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

arctg(𝑛+ 1) =
𝜋

2
.

Приклад 3. Знайти

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=2

ln

(︂
1− 2

𝑘2 + 𝑘

)︂
= ln𝑃𝑛,

де 𝑃𝑛 =
𝑛∏︀

𝑘=2

(︀
1− 2

𝑘2+𝑘

)︀
. Розв’язання.

𝑃𝑛 =
𝑛∏︀

𝑘=2

𝑘2+𝑘−2
𝑘2+𝑘 =

𝑛∏︀
𝑘=2

(𝑘−1)(𝑘+2)
𝑘(𝑘+1) =

= 1·4
2·3 ·

2·5
3·4 ·

3·6
4·5 · ... ·

(𝑛−2)(𝑛+1)
(𝑛−1)𝑛 · (𝑛−1)(𝑛+2)

𝑛(𝑛+1) = 𝑛+2
3𝑛 .

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛+ 2

3𝑛
=

1

3
,

тодi
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

ln
1

3
= − ln 3.
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Приклад 4. Обчислити

𝑃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=1

cos
𝑥

2𝑘
= cos

𝑥

2
· cos 𝑥

4
· ... · cos 𝑥

2𝑛
.

Розв’язання. Помножимо i подiлимо 𝑃𝑛 на 2𝑛 sin 𝑥
2𝑛 i скористаємось формулою

sin 2𝛼 = 2 sin𝛼 cos𝛼 та послiдовно згорнемо добуток, маємо:

𝑃𝑛 = 1
2𝑛 sin 𝑥

2𝑛

(︀
2 cos 𝑥

2 · 2 cos
𝑥
4 · ... · 2 cos

𝑥
2𝑛 sin

𝑥
2𝑛

)︀
=

= 1
2𝑛 sin 𝑥

2𝑛

(︀
2 cos 𝑥

2 · 2 cos
𝑥
4 · ... · 2 cos

𝑥
2𝑛−1 sin

𝑥
2𝑛−1

)︀
= ... =

= 1
2𝑛 sin 𝑥

2𝑛
2 cos 𝑥

2 sin
𝑥
2 = sin𝑥

2𝑛 sin 𝑥
2𝑛
.

звiдки

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 =
sin𝑥

𝑥
.

Приклад 5. Обчислити
lim
𝑛→∞

𝑃𝑛,

де

𝑃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=1

√︁
2 +

√︀
2 + ...+

√
2

2
.

Розв’язання.

𝑃𝑛 =

√
2

2
·
√︀
2 +

√
2

2
· ... ·

√︁
2 +

√︀
2 + ...+

√
2

2
=

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑎𝑘,

де
𝑎1 =

√
2
2 = cos 𝜋

4 ,

𝑎2 =

√
2+

√
2

2 =

√︁
1+

√
2
2

2 =
√︁

1+cos 𝜋
4

2 = cos 𝜋
8 ,

.....................................
𝑎𝑘 = cos 𝜋

2𝑘+1 .

Пiдставляючи в попереднiй приклад 𝑥 = 𝜋
2 , маємо

𝑃𝑛 =
𝑛∏︀

𝑘=1

cos
𝜋
2

2𝑘
=

sin 𝜋
2

2𝑛 sin 𝜋
2𝑛+1

,

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 =
sin 𝜋

2
𝜋
2

= 2
𝜋 .

Приклад 6. Обчислити
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S𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

sin 𝑘𝑥 = sin𝑥 + sin 2𝑥 + ... + sin𝑛𝑥.′.𝑖S𝑛 на 2 sin 𝑥
2 та скористаємось фор-

мулою

sin𝛼 + sin 𝛽 =
1

2
(cos(𝛼− 𝛽)− cos(𝛼 + 𝛽)) ,

отримаємо:

𝑆𝑛 = 1
2 sin 𝑥

2

(︀
2 sin𝑥 sin 𝑥

2 + 2 sin 2𝑥 sin 𝑥
2 + ...+ 2 sinn𝑥 sin 𝑥

2

)︀
=

= 1
2 sin 𝑥

2

(︀
cos 𝑥

2 − cos 3𝑥
2 + cos 3𝑥

2 − cos 5𝑥
2 + ...

...+ cos (2𝑛−1)𝑥
2 − cos (2𝑛+1)𝑥

2

)︁
=

cos 𝑥
2−cos (2𝑛+1)𝑥

2

2 sin 𝑥
2

=

=
sin (𝑛+1)𝑥

2 sin 𝑛𝑥
2

2 sin 𝑥
2

.

4 Метод застосування вiдомих або ранiше знайде-
них сум та добуткiв, їхнiх границь

Приклад 1. Розглянемо послiдовнiсть

𝑎𝑛 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

𝑛
− ln𝑛

. Iз вiдомої нерiвностi (︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑛

< 𝑒 <

(︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑛+1

маємо нерiвнiсть
1

𝑛+ 1
< ln

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
<

1

𝑛
,

яка дає нам можливiсть зробити висновок, що 𝑎𝑛 спадає i обмежене знизу, тобто
за теоремою Вейєрштрасса вона має границю, позначимо її через 𝐶 (постiйна
Ейлера). Тодi, за теоремою про представлення послiдовностi, що має границю,
маємо:

𝜌𝑛 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

𝑛
= ln𝑛+ 𝐶 + 𝛿𝑛,

де 𝛿𝑛 — нескiнченно мала послiдовнiсть. Тепер розглянемо послiдовнiсть

𝜎𝑛 = 𝜌2𝑛 − 𝜌𝑛 = 1
𝑛+1 +

1
𝑛+2 + ...+ 1

2𝑛−1 +
1
2𝑛 =

= ln 2𝑛− ln𝑛+ 𝜔𝑛 = ln 2 + 𝜔𝑛,

де 𝜔𝑛 → 0. Ясно, що iснує lim
𝑛→∞

𝜎𝑛 = ln 2. Для послiдовностi, пов’язаної з Лейбнi-
цем,

𝑆𝑛 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ...+ (−1)𝑛

1

𝑛
.
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можемо записати таку рiвнiсть

𝑆2𝑛 = 𝜌2𝑛 − 2
(︀
1
2𝜌𝑛
)︀
=

=
(︀
1 + 1

2 +
1
3 + ...+ 1

𝑛 + 1
𝑛+1 + ...+ 1

2𝑛

)︀
− 2

(︀
1
2 +

1
4 +

1
6 + ...+ 1

2𝑛

)︀
=

=
(︀
1− 1

2 +
1
3 −

1
4 + ...+ 1

2𝑛−1 −
1
2𝑛

)︀
.

Але lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛, тому

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝜎𝑛 = ln 2

. Приклад 2. Знайти lim
𝑛→∞

𝑄𝑛, де

𝑄𝑛 = 1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ ...+ 𝑥𝑛,

де 𝑥𝑛 — будується за вказаним в перших доданках законом.
Розв’язання.
Запишемо

𝑄𝑛 = 1− 1
2 +

1
2 +

1
3 −

1
4 −

1
4 +

1
5 −

1
6 +

1
6 +

1
7 −

1
8 −

1
8+

+1
9 −

1
10 +

1
10 +

1
11 −

1
12 −

1
12 + ...+ 𝑥𝑛 =

𝑄 =
(︀
1− 1

2 +
1
3 −

1
4 +

1
5 −

1
6 +

1
7 −

1
8 + ...+ 𝑏𝑛

)︀
+

+1
2

(︀
1− 1

2 +
1
3 −

1
4 +

1
5 −

1
6 +

1
7 −

1
8 + ...+ 𝑐𝑚

)︀
,

звiдки випливає, що

lim
𝑛→∞

𝑄𝑛 = lim
𝑛→∞

𝜎𝑛 +
1

2
lim
𝑚→∞

𝜎𝑚 =
3

2
ln 2 = ln

√
8,

де 𝜎𝑛 — послiдовнiсть iз попереднього прикладу. Приклад 3. Знайти

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→∞

∞∏︁
𝑘=1

𝑒
2

𝑘(2𝑘+1) .

. Розв’язання. Ясно, що

𝑃𝑛 = 𝑒

𝑛∑︀
𝑘=1

2
𝑘(2𝑘+1)

= 𝑒
4

𝑛∑︀
𝑘=1

1
2𝑘(2𝑘+1)

= 𝑒4𝑆𝑛,

де

𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

1
2𝑘(2𝑘+1) =

1
2·3 +

1
4·5 + ...+ 1

2𝑛·(2𝑛+1) =

=
⃒⃒⃒

1
2𝑘·(2𝑘+1) =

(2𝑘+1)−2𝑘
2𝑘·(2𝑘+1) = 1

2𝑘 −
1

2𝑘+1

⃒⃒⃒
=

= 1
2 −

1
3 +

1
4 −

1
5 + ...+ 1

2𝑛 − 1
2𝑛+1 = 𝜎2𝑛+1.
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тодi
lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = 𝑒
4 lim
𝑛→∞

𝜎2𝑛+1 = 𝑒4 ln 2 = 16.

Приклад 4. Знайти 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘2

(2𝑘−1)(2𝑘+1) . Розв’язання. Маємо

𝑆𝑛 = 1
4

𝑛∑︀
𝑘=1

4𝑘2

(2𝑘−1)(2𝑘+1) =

= 1
4

𝑛∑︀
𝑘=1

(4𝑘2−1)+1
(2𝑘−1)(2𝑘+1) =

1
4

𝑛∑︀
𝑘=1

(︁
1− 1

(2𝑘−1)(2𝑘+1)

)︁
=

= 1
4

(︁
𝑛+ 1

1·3 +
1
3·5 + ...+ 1

(2𝑛−1)·(2𝑛+1)

)︁
=

= 1
4

(︀
𝑛+ 1

2

(︀
1− 1

3 +
1
3 −

1
5 + ...+ 1

2𝑛−1 −
1

2𝑛+1

)︀)︀
=

=
1

4

(︂
𝑛+

2𝑛

2(2𝑛+ 1)

)︂
=

𝑛

4
· 2(𝑛+ 1)

2𝑛+ 1
=

𝑛(𝑛+ 1)

2(2𝑛+ 1)
.

Приклад 5. Знайти 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2).. Розв’язання.

𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

(︀
𝑘3 + 3𝑘2 + 2𝑘

)︀
=

=
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘3 + 3
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘2 + 2
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘 = 𝑆
(3)
𝑛 + 3𝑆

(2)
𝑛 + 2𝑆

(1)
𝑛 =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑆(3)

𝑛 = 13 + 23 + ...+ 𝑛3 =
(︁
𝑛(𝑛+1)

2

)︁3
,

𝑆
(2)
𝑛 = 12 + 22 + ...+ 𝑛2 = 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

2 ,

𝑆
(1)
𝑛 = 𝑛(𝑛+1)

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
(︁
𝑛(𝑛+1)

2

)︁3
+ 3𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

2 + 2𝑛(𝑛+1)
2 =

= 𝑛(𝑛+1)
4 (𝑛(𝑛+ 1) + (4𝑛+ 2) + 4) = 𝑛(𝑛+1)

4

(︀
𝑛2 + 5𝑛+ 6

)︀
=

=
𝑛(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 3)

4
.

Ясно, що багато iз приведених прикладiв та iнших розв’язуються не тiльки вка-
заними методами, наприклад

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘2

(2𝑘 − 1)(2𝑘 + 1)
=

𝑛(𝑛+ 1)

2(2𝑛+ 1)

простiше розв’язати методом математичної iндукцiї. Крiм того, очевидно, вказанi
методи не вичерпують всiх можливих. На закiнчення розглянемо один дуже цi-
кавий приклад знаходження суми членiв числової послiдовностi, заданої певним
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рекурентним спiввiдношенням, де активно застосовуються властивостi саме по-
слiдовностi. Приклад 6. Розглянемо послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞1 = {1, 2, 5, 13, 34, ...}
— члени послiдовностi Фiбоначчi на непарних мiсцях. Це теж поворотна послi-
довнiсть другого порядку, рекурентне спiввiдношення для якої 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 =
3𝑥𝑛, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2, її характеристичне рiвняння 𝜆2 − 3𝜆+ 1 = 0, звiдки

𝜆1,2 =
3±

√
5

2
, 𝑥𝑛 = 𝑐1𝜆

𝑛
1 + 𝑐2𝜆

𝑛
2 .

Iз умов {︂
𝑐1𝜆1 + 𝑐2𝜆2 = 1
𝑐1𝜆

2
1 + 𝑐2𝜆

2
2 = 2

при 𝜆1 =
3+

√
5

2 , 𝜆2 =
3−

√
5

2 , випливає

𝑐1 =
√
5−1
2
√
5
, 𝑐2 =

√
5+1
2
√
5
,

𝑥𝑛 =
√
5−1
2
√
5
·
(︁
3+

√
5

2

)︁𝑛
+

√
5+1
2
√
5
·
(︁
3−

√
5

2

)︁𝑛
.

Тепер можна знайти 𝜎𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑥𝑘 за формулами суми геометричної прогресiї. Але

нас цiкавить iнша сума, а саме 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

arctg 1
3𝑥2

𝑘
та її границя. Для знаходження її,

використаємо деякi властивостi послiдовностi 𝑥𝑛, а саме: 1) 𝑥𝑛(3𝑥𝑛−1) = 𝑥𝑛−1(3𝑥𝑛),
звiдки, застосовуючи рекурентне спiввiдношення, маємо

𝑥𝑛(𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−2) = 𝑥𝑛−1(𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1),

тобто
𝑥𝑛

2 − 𝑥𝑛−1𝑥𝑛+1 = 𝑥2𝑛−1 − 𝑥𝑛𝑥𝑛−2 = 𝑥2𝑛−2 − 𝑥𝑛−1𝑥𝑛−3 = ...
= 𝑥22 − 𝑥3𝑥1 = 4− 5 · 1 = −1.

2) lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
= 𝜆1 =

3+
√
5

2 . 3) arctg 1
3𝑥2

𝑛
= − arctg −1

3𝑥2
𝑛
=

= − arctg 𝑥2
𝑛−𝑥𝑛−1𝑥𝑛+1

𝑥𝑛(𝑥𝑛+1+𝑥𝑛−1)
= − arctg

𝑥𝑛
𝑥𝑛−1

−𝑥𝑛+1
𝑥𝑛

1+ 𝑥𝑛
𝑥𝑛−1

·𝑥𝑛+1
𝑥𝑛

=

= arctg 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
− arctg 𝑥𝑛

𝑥𝑛−1
.

Використовуючи цi властивостi, знайдемо

𝑆𝑛 = arctg 1
3𝑥2

1
+
(︁
arctg 𝑥3

𝑥2
− arctg 𝑥2

𝑥1

)︁
+
(︁
arctg 𝑥4

𝑥3
− arctg 𝑥3

𝑥2

)︁
+

+
(︁
arctg 𝑥5

𝑥4
− arctg 𝑥4

𝑥3

)︁
+ ...
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+
(︁
arctg 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
− arctg 𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

)︁
=

= arctg 1
3 − arctg 2 + arctg 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
= arctg(−1) + arctg 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
.

. Нарештi
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

(︁
arctg(−1) + arctg 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛

)︁
=

= − arctg 1 + arctg 3+
√
5

2 = arctg
3+

√
5

2 −1

1+ 3+
√
5

2

=

= arctg
1 +

√
5

5 +
√
5
= arctg

1√
5
.

Рекомендуємо читачу спробувати розв’язати приведенi в роботi приклади, i не
тiльки їх, iншими методами, i не тiльки розглянутими тут. Автори висловлюють
щиру подяку професору Клесову О.I. за кориснi обговорення даної роботи та
мотивацiю її виконання.
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