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Анотацiя

Розглянуто питання стiйкостi коефiцiєнта кореляцiї за наявностi «викидiв», якi
в регресiйному аналiзi часто є наслiдком закону розподiлу похибки, вiдмiнного вiд
нормального, наприклад, логнормального чи нормального з «важкими» хвостами.
Тодi їх не можна вiдкинути чи скоригувати i вони залишаються в навчальнiй
вибiрцi. При цьому вiдбувається змiщення регресiйної моделi в бiк вiдхилень. Крiм
того, в зв’язку зi змiною коефiцiєнтiв кореляцiї внаслiдок викидiв можлива змiна
сформованої структури моделi. Метою роботи є визначення наскiльки великим може
бути змiщення коефiцiєнта кореляцiї залежно вiд значення коефiцiєнта, способу
його обчислення, величини викиду та розмiру вибiрки для рiзних коефiцiєнтiв
кореляцiї.
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1 Вступ
Коефiцiєнти парної кореляцiї застосовують в регресiйному аналiзi для визначення
конкретної специфiкацiї (також використовують термiни-аналоги: «структура»,
«оптимальна множина регресорiв») (Aivazyan, Buchshtaber, & Yenyukov, 1985; Ezeki-
el & Fox, 1959; S. M. Lapach, 2017). Особливiстю застосування коефiцiєнтiв кореляцiї
в регресiйному аналiзi є широке використання малих за абсолютною величиною
значень коефiцiєнтiв, що пов’язано з можливiстю множини значущих в сукупностi,
а не по одному регресорiв (Pardoux, 1982). Перевагою парного коефiцiєнта кореля-
цiї при використаннi для визначення конкретної структури рiвняння моделi є то,
що для «iстинних» ефектiв вiн бiльше, нiж для закорельованих з ним «хибних»
(S.N. Lapach, Pasechnik, & Chubenko, 1999). Проблеми, якi виникають пiд час
прийняття рiшень у регресiйному аналiзi у зв’язку зi статистичними коливаннями
значення коефiцiєнта в рiзних вибiрках однiєї i тiєї ж генеральної сукупностi
розглянутi в (S. M. Lapach, 2018). В лiтературi (Orlov, 2018; Shishlyannikova, 2009)
вiдзначається нестiйкiсть цих коефiцiєнтiв до викидiв.

У регресiйному аналiзi у випадку «викидiв», якi часто можуть бути просто
вiдхиленням вiд нормального розподiлу помилки, наприклад з «важкими хво-
стами», якi поширенi, зокрема, пiд час випробуваннях мiцностi, важливо знати,
наскiльки в цiй ситуацiї можлива деформацiя структури моделi. Для цього треба
знати, наскiльки змiнюється коефiцiєнт кореляцiї при наявностi «викидiв».

2 Основнi результати
У статтi дослiджується, наскiльки змiнюється порiвняно з точним випадком оцiн-
ка коефiцiєнта кореляцiї при наявностi викидiв. Аналiзується вплив вiдносного
розмiру викидiв, розмiру вибiрки, виду коефiцiєнта кореляцiї (Пiрсона, Спiрмена,
Кендала, Пiрсона з використанням медiани замiсть середнього (Mosteller & Tukey,
1977)). За еталон взято значення коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона для вибiрки без
викидiв. Для дослiдження взято штучно створену регресiйну модель з рiзними
рiвнями залежностi вiдгуку вiд факторiв. Дослiджувався вплив одного викиду
рiзного рiвня. Еталоннi (без похибок i «викидiв») значення коефiцiєнтiв кореляцiї
подано в таблицi 1. Звертаємо увагу на вiдомий теоретично, але не враховува-
ний «прикладниками» той факт, що для малих значень коефiцiєнтiв кореляцiї їх
значення вiдносно сильно вiдрiзняються при змiнi розмiру вибiрки (див. також в
(S. M. Lapach, 2018).

Умовнi позначення варiантiв вибiрок i способiв розрахунку коефiцiєнтiв коре-
ляцiї подано в таблицi 2.

Тривiальнi висновки: стiйкiсть коефiцiєнта кореляцiї, розрахованого будь-яким
способом, збiльшується при збiльшеннi розмiру вибiрки; стiйкiсть зменшується
при збiльшеннi величини викиду.
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Табл. 1: Рiвень еталонної кореляцiї
Назва фактору

Розмiр
вибiрки 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 𝑋7 𝑋9

16 0,89588 0,20617 -0,00984 -0,07438 -0,0333 0,02441 0,34488 -0,1525
32 0,85829 0,32919 0,07012 -0,08177 -0,12526 -0,10966 -0,16677 -0,07895

Разом з тим, звертаємо увагу, що переваг використання медiани замiсть сере-
днього для обчислення коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона не виявлено, хоча уявлення
про таку перевагу досить поширене.

Табл. 2: Умовнi позначення в таблицях i на рисунках
Позначення Розшифрування
П Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона
С Коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена
К Коефiцiєнт кореляцiї Кендала
М Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона з медiаною замiсть середнього
П+s Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона з викидом розмiром 𝜎
С+s Коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена з викидом розмiром 𝜎
К+s Коефiцiєнт кореляцiї Кендала з викидом розмiром 𝜎
М+s Коефiцiєнт Пiрсона з медiаною замiсть середнього з викидом розмiром 𝜎
П+2s Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона з викидом розмiром 2𝜎
С+2s Коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена з викидом розмiром 2𝜎
К+2s Коефiцiєнт кореляцiї Кендала з викидом розмiром 2𝜎
М+2s Коефiцiєнт Пiрсона з медiаною замiсть середнього з викидом розмiром 2𝜎
П+3s Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона з викидом розмiром 3𝜎
С+3s Коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена з викидом розмiром 3𝜎
К+3s Коефiцiєнт кореляцiї Кендала з викидом розмiром 3𝜎
М+3s Коефiцiєнт Пiрсона з медiаною замiсть середнього з викидом розмiром 3𝜎

Таблиця 3 показує залежнiсть тiсноти зв’язку сукупностi розрахованих коефiцi-
єнтiв кореляцiї для моделi в залежностi вiд розмiру вибiрки, наявностi i величини
«викиду», виду коефiцiєнта кореляцiї i наявностi випадкової похибки в результатах.

При всiх рiвнях «викиду» найближче до еталону вiдтворюють рiвень зв’язку
коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона та його аналог з використанням медiани замiсть
середнього. Вiдповiднiсть мiж коефiцiєнтами рiзних типiв, як точними, так i з
похибками рiзних рiвнiв при рiзних еталонних значеннях коефiцiєнта представлено
на рис. 1 i рис. 2. Найбiльш вiдрiзняється вiд iнших при вiдсутностi викидiв
коефiцiєнт кореляцiї Кендала, що є досить вiдомим фактом.

При наявностi викидiв рiвня 2𝜎 (див. рис. 2) вiдмiнностi коефiцiєнта кореляцiї
Кендала вже не видаються такими великими.

Добре видно, що спiввiдношення мiж значеннями коефiцiєнтiв рiзних типiв
залежить вiд наявностi «викидiв». Тобто, наявнiсть i величина «викидiв» вливає
на спiввiдношення коефiцiєнтiв кореляцiї, змiнюючи їх. Прийняття рiшення про
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Табл. 3: Тiснота зв’язку коефiцiєнтiв кореляцiї з еталонним
Розмiр вибiрки N= 16 Розмiр вибiрки N = 32

Точна З похибкою Точна З похибкою

Iмена Рiвень
кореляцiї Iмена Рiвень

кореляцiї Iмена Рiвень
кореляцiї Iмена Рiвень

кореляцiї
П 1 П 1 П 1 П 1
М 0,99917 М 0,99971 М 0,99999 М 0,99996
К 0,98597 П+s 0,9839 М+s 0,99511 К 0,99733
С 0,98275 М+s 0,98105 П+s 0,99505 М+s 0,99536

П+s 0,97979 С 0,97508 С 0,99331 П+s 0,9953
К+s 0,97368 С+s 0,96070 С+s 0,99021 С 0,99480
К+2s 0,97368 П+2s 0,94871 К 0,98856 К+s 0,99160
К+3s 0,97368 К 0,94789 С+2s 0,98845 С+s 0,99044
М+s 0,97275 М+2s 0,9433 С+3s 0,98845 К+2s 0,98448
С+s 0,96401 С+2s 0,94044 К+s 0,98265 С+2s 0,98411
С+2s 0,96401 К+s 0,93534 М+2s 0,98138 М+2s 0,98238
С+3s 0,96401 С+3s 0,92369 П+2s 0,98116 П+2s 0,98212
П+2s 0,93354 П+3s 0,90792 К+2s 0,98099 К+3s 0,97609
М+2s 0,92000 К+2s 0,90644 К+3s 0,98099 С+3s 0,97582
П+3s 0,87856 М+3s 0,90040 М+3s 0,96055 М+3s 0,9627
М+3s 0,85975 К+3s 0,89062 П+3s 0,96009 П+3s 0,96215

Рис. 1: Вiдповiднiсть коефiцiєнтiв кореляцiї рiзних видiв при вiдсутностi «викидiв»

використання певного типу коефiцiєнтiв кореляцiї залежить значною мiрою вiд
того, наскiльки значення кореляцiї при наявностi «викидiв» вiдрiзняється вiд
еталонного. Вiд цього залежить, наскiльки спотворюється картина спiввiдношень
рiвня зв’язку з вiдгуком для рiзних регресорiв i структура рiвняння регресiї. На
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Рис. 2: Вiдповiднiсть коефiцiєнтiв кореляцiї рiзних видiв при наявностi «викиду»
в 2𝜎

рис. 3 показано вiдносний рiвень вiдхилень вiд еталонного значення для рiзних
коефiцiєнтiв кореляцiї при високiй закорельованостi з вiдгуком.

Рис. 3: Вiдхилення в процентах з похибкою i без для високої кореляцiї i рiзних
рiвнiв «викидiв»

Найменш стiйким виявляється коефiцiєнт кореляцiї Кендала, а стiйкiсть решти
дослiджуваних коефiцiєнтiв майже однакова.

Досить несподiваним здається той факт, що вiдносне вiдхилення вiд еталону
коефiцiєнтiв кореляцiї, розрахованих у точних умовах i з викидами мiж собою



S.M. Lapach (2019) 20

найбiльше при вiдсутностi викидiв. Пояснюється це тим, що при наявностi викидiв
уже вiдбулася достатньо сильна деформацiя коефiцiєнта кореляцiї.

Рис. 4: Вiдносна похибка для визначення коефiцiєнтiв кореляцiї порiвняно з етало-
ном при рiзних умовах

На рис. 5 показано вiдносний рiвень вiдхилень вiд еталонного значення для рi-
зних коефiцiєнтiв кореляцiї при середнiй закорельованостi з вiдгуком. Порiвнюючи
його з ситуацiєю при високому рiвнi кореляцiї (див. рис. 3), бачимо, що, по-перше,
рiвень вiдхилень суттєво (майже вдвiчi) вище. По-друге, рiвень вiдхилення, на
вiдмiну вiд ситуацiї з високою кореляцiєю, зростає вiдповiдно до величини викиду.
По-третє, значення вiдхилення може перевищувати значення самого оригiналу.

Ще однiєю важливою (з точки зору використання в регресiйному аналiзi) є стру-
ктура розподiлу коефiцiєнтiв кореляцiї з вiдгуком за своєю абсолютною величиною.
Вiд цiєї структури в багатьох алгоритмах формування найкращої пiдмножини ре-
гресорiв залежить послiдовнiсть вибору претендентiв на включення в модель. При
наявностi мультиколiнеарностi порушення послiдовностi приводить до змiщення
коефiцiєнтiв регресiї i можливому формування неправильної структури рiвняння
регресiї. У таблицi 4 подано структуру розподiлу коефiцiєнтiв кореляцiї (ранжованi
вiд бiльшого до меншого за абсолютною величиною) при рiзному розмiрi викиду i
рiзних коефiцiєнтах кореляцiї. Добре видно, що на своєму мiсцi залишається тiльки
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найбiльший коефiцiєнт кореляцiї. Для iнших їх положення в ранжованому ряду
змiнюються. Чим бiльше розмiр викиду, тим бiльше може вiдрiзнятись отриманий
ряд вiд оригiналу.

Рис. 5: Вiдносна похибка для визначення коефiцiєнтiв кореляцiї порiвняно з етало-
ном при рiзних умовах

Табл. 4: Структура розподiлу коефiцiєнтiв кореляцiї за абсолютною величиною
Вид коефiцiєнта

кореляцiї Назва регресора

П 𝑋1 𝑋2 𝑋7 𝑋9 𝑋6 𝑋5 𝑋3 𝑋4

П+s 𝑋1 𝑋2 𝑋9 𝑋7 𝑋6 𝑋5 𝑋3 𝑋4

П+2s 𝑋1 𝑋6 𝑋2 𝑋5 𝑋9 𝑋7 𝑋4 𝑋3

П+3s 𝑋1 𝑋6 𝑋5 𝑋9 𝑋2 𝑋7 𝑋4 𝑋3

П+4s 𝑋1 𝑋5 𝑋6 𝑋4 𝑋9 𝑋2 𝑋7 𝑋3

3 Висновки
1. За стiйкiстю до «викидiв» коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона з використанням медiани
замiсть середнього практично не вiдрiзняється вiд традицiйного.

2. Найбiльш стiйкими до викидiв є коефiцiєнти кореляцiї Пiрсона при всiх
рiвнях «викидiв».

3. Спiввiдношення рiвня вiдхилень вiд еталонного значення кореляцiї рiзних
видiв змiнюється залежно вiд рiвня викидiв.

4. Найбiльш вiдрiзняється вiд еталонного в будь-яких умовах коефiцiєнт коре-
ляцiї Кендала, але при наявностi викидiв вiдмiннiсть зменшується.

5. Структура спiввiдношень мiж абсолютними значеннями коефiцiєнтiв не
зберiгається, за винятком найсильнiшого, який таким i залишається. Iмовiрнiсть
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порушення зростає зi зменшеннями абсолютного значення коефiцiєнта кореляцiї i
зi зменшенням розмiру вибiрки.

Отже, гiпотеза про бiльшу стiйкiсть до «викидiв» рангових коефiцiєнтiв ко-
реляцiї чи використання медiани замiсть середнього при обчисленнi кореляцiї не
пiдтверджується. У регресiйному аналiзi наявнiсть «викидiв» при слабкому зв’язку
регресорiв з вiдгуком означає збiльшення iмовiрностi неправильного визначення
структури моделi. Це означає, що при наявностi викидiв, якi не можна видаляти з
вибiрки, або при неможливостi перевiрити наявнiсть викидiв при можливiй наяв-
ностi їх в вибiрцi необхiдно враховувати можливiсть неправильного визначення
структури моделi. Це означає, по-перше, аналiз структури за допомогою знань,
якi знаходяться за межами проведеного експерименту: iнформацiя про характер
залежностi вiдгуку вiд конкретних факторiв, наявнiсть взаємодiй, графiчний ана-
лiз поведiнки процесу за побудованою моделлю тощо. У практицi автора були
випадки, коли регресiйна модель коригувалась видаленням регресорiв високого
порядку i взаємодiй, яких на думку спецiалiстiв предметної галузi не мало бути.
Разом з тим, при врахуваннi цiєї iнформацiї слiд бути обережним. Знову ж у
практицi автора неодноразово були випадки, коли структура моделi не вiдповiдала
уявленням замовника, але виявилась правильною. Такi ситуацiї часто викликанi
тим, що багатофакторний експеримент за планом часто проводиться в цiлому в
умовах, про якi iнформацiї в дослiдника немає. Тому, по-друге, в вiдповiдальних
випадках обов’язкова перевiрка моделi на контрольнiй послiдовностi дослiдiв. Цi
дослiди мають бути проведенi в умовах, якi дозволяють прийняти обґрунтоване
рiшення про придатнiсть моделi.
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Abstract. The question of the stability of the correlation coefficient in the presence of ”emissions”,
which in the regression analysis is often a consequence of the law of distribution of error, is excellent
from the normal, for example, lognormal or normal with “severe cases”, is considered. In this case,
they can not be rejected or corrected and remain in the training sample. At the same time there is
a bias of the regression model in the direction of deviations. In addition, due to the change in the
correlation coefficients in the emission factors, a change in the structure of the model is possible. The
purpose of the work is to determine how large the displacement of the correlation coefficient can be,
depending on the size of the coefficient itself, the method of its calculation, the magnitude of the
emission, and the size of the sample for the various correlation coefficients.
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http://www.immsp.kiev.ua/publications/articles/2018/2018_3/03_2018_Lapach.pdf
http://www.immsp.kiev.ua/publications/articles/2018/2018_3/03_2018_Lapach.pdf
https://doi.org/10.26896/1028-6861-2018-84-3-68-72
http://www.numdam.org/item/BURO_1982__39-40__101_0
http://psyjournals.ru/psyedu/2009/n1/Shishlyannikova.shtml

	Вступ
	Основні результати
	Висновки
	References

