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1 Вступ

За останнi роки посилився iнтерес до узагальнення гама-, бета- та гiпергеоме-
тричних функцiй, якi мають рiзноманiтнi теоретичнi i практичнi застосування.
З теорiєю спецiальних функцiй пов’язана значна кiлькiсть рiзних математичних
задач. Так спецiальнi функцiї широко використовують для побудови рiзноманi-
тних iнтегральних перетворень, зокрема операторiв Сайґо, Ердеї, Кобера, Саксени
(Erdélyi, Magnus, Oberhettinger, Tricomi, & Bateman, 1953; Virchenko, 2016; Kalla &
Saxena, 1969)). Такi узагальненi iнтегральнi перетворення зi спецiальними фун-
кцiями в ядрах дають можливiсть отримати розв’язки в аналiтичному виглядi
багатьох важливих класiв диференцiальних та iнтегральних рiвнянь (Kilbas &
Saigo, 2004; Mathai, Saxena, & Haubold, 2009).

Аналiз сучасної лiтератури з теорiї узагальнень гiпергеометричних функцiй
указує на те, що дослiдження в теорiї гiпергеометричних функцiй та їх застосувань
є актуальним та важливими, оскiльки запровадження рiзноманiтних узагальнень
уже вiдомих спецiальних функцiй, їхнє всебiчне вивчення i дослiдження дають змо-
гу суттєво розширити клас задач, розв’язки яких можна побудувати в замкненому
виглядi (Andrews, Askey, & Roy, 1999).

2 Узагальнена бета-функцiя

Серед спецiальних функцiй важливе мiсце посiдають бета-функцiя та її узагальне-
ння завдяки їх широкому застосуванню як у теорiї спецiальних функцiй, так i в
багатьох роздiлах прикладної математики.

Ранiше нами було означено (𝜏, 𝛽)-узагальнену конфлюентну гiпергеометричну
функцiю

1Φ
𝜏,𝛽
1 (𝑎; 𝑐; 𝑧) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑎)Γ(𝑐− 𝑎)

1∫︁
0

𝑡𝑎−1(1− 𝑡)𝑐−𝑎−1
1Ψ1

[︂
(𝑐; 𝜏);
(𝑐; 𝛽)

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑡𝜏
]︂
𝑑𝑡,

де 1Ψ1(𝑧)— окремий випадок узагальненої функцiї Фокса—Райта (Erdélyi et al.,
1953), та (𝜏, 𝛽)-узагальнену 𝑟-гiпергеометричну функцiю (Virchenko & Ovcharenko,
2013)

𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1 (𝑎; 𝑐; 𝑧) =

1

𝐵(𝑎, 𝑐− 𝑎)

1∫︁
0

𝑡𝑎−1(1− 𝑡)𝑐−𝑎−1𝑒𝑧𝑡1Φ
𝜏,𝛽
1

[︂
(𝛿; 𝜏) ;
(𝛾; 𝛽)

⃒⃒⃒⃒
− 𝑟

𝑡(1− 𝑡)

]︂
𝑑𝑡. (1)

У статтi (Virchenko & Ovcharenko, 2016) запроваджено таке узагальнення
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Ойлерового iнтеграла I роду (𝑟-узагальнення бета-функцiї)

�̃�(𝑥, 𝑦; 𝑟) =

1∫︁
0

𝑡𝑥−1(1− 𝑡)𝑦−1 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︂
𝑎; 𝑐;− 𝑟

𝑡(1− 𝑡)

)︂
𝑑𝑡,

де Re𝑥 > 0,Re 𝑦 > 0; Re 𝑐 > Re 𝑎 > 0; Re 𝑟 > 0; 𝜏 > 0, 𝛽 > 0, 𝜏 − 𝛽 < 1.
Зауважмо, що за допомогою узагальненої конфлюентної 𝑟-гiпергеометричної

функцiї (1) вже отримано новi узагальнення:
гама-функцiї ((Virchenko, 2016))

𝜏,𝛽Γ
𝑐
𝑎(𝛼, 𝛾, 𝜔, 𝑟) =

∞∫︁
0

𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝜔 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︁
𝑎; 𝑐;− 𝑟

𝑡𝛾

)︁
𝑑𝑡,

дзета-функцiї (Virchenko, 2016)

𝑟𝜁(𝛼) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
0

𝑡𝛼−1𝑒−𝑡

1− 𝑒−𝑡
𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︁
𝑎; 𝑐;−𝑟

𝑡

)︁
𝑑𝑡,

функцiї Трiкомi (Virchenko, 2016)

𝑟𝑈 𝜏,𝛽(𝑎; 𝑐;𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
0

𝑡𝛼−1(1 + 𝑡)𝑐−𝑎−1𝑒−𝑥𝑡 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︁
𝛼; 𝛾;− 𝑟

𝑡𝛿

)︁
𝑑𝑡,

функцiю Струве (Virchenko & Ovcharenko, 2018)

�̃�𝜈(𝑧) =
1

Γ
(︀
𝜈 + 1

2

)︀ 2√
𝜋

(︁𝑧
2

)︁𝜈 1∫︁
0

(1− 𝑡2)
𝜈− 1

2 sin(𝑧𝑡) 𝑟1Φ
𝜏,𝛽
1 (𝑎; 𝑐;−𝑟(𝑧𝑡))𝑑𝑡.

Запровадьмо нову узагальнену бета-функцiю у виглядi:

�̃�𝑟(𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈) =

1∫︁
0

𝑡𝑥−1(1− 𝑡)𝑦−1 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︂
𝑎; 𝑐;− 𝑟

𝑡𝜆(1− 𝑡)𝜈

)︂
𝑑𝑡, (2)

де Re𝑥 > 0,Re 𝑦 > 0; Re𝜆 > 0, Re 𝜈 > 0; Re 𝑟 > 0; 𝜏 > 0, 𝛽 > 0, 𝜏 − 𝛽 < 1.
Дослiдiмо деякi властивостi функцiї запровадженої функцiї.

1. Функцiя �̃�𝑟(𝑥, 𝑦;𝜆; 𝜈) справджує спiввiдношення симетрiї щодо змiнних i па-
раметрiв:

�̃�𝑟 (𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈) = �̃�𝑟 (𝑦, 𝑥; 𝜈, 𝜆) .
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2. Формули диференцiювання узагальненої бета-функцiї щодо параметра 𝑟 мають
вигляд:

𝜕𝑛

𝜕𝑟𝑛

{︁
�̃�𝑟 (𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈)

}︁
= (−1)𝑛

Γ (𝑐) Γ (𝑎+ 𝑛𝜏)

Γ (𝑎) Γ (𝑐+ 𝑛𝛽)
×

×
1∫︁

0

𝑡𝑥−𝑛𝜆−1(1− 𝑡)𝑦−𝑛𝜈−1 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︂
𝑎+ 𝑛𝜏 ; 𝑐+ 𝑛𝛽;− 𝑟

𝑡𝜆(1− 𝑡)𝜈

)︂
𝑑𝑡,

де 𝑛 ∈ N.

3. Узагальнена бета-функцiя справджує такi рекурентнi спiввiдношення:

�̃�𝑟 (𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈) =
∞∑︁
𝑛=0

�̃�𝑟 (𝑥+ 𝑛, 𝑦 + 1;𝜆, 𝜈) , (3)

�̃�𝑟 (𝑥, 1− 𝑦;𝜆, 𝜈) =
∞∑︁
𝑛=0

Γ(𝑦 + 𝑛)

Γ(𝑦)𝑛!
̃︀𝐵𝑟 (𝑥+ 𝑛, 1;𝜆, 𝜈) (4)

Доведення. Для доведення спiввiдношення (3) в зображеннi (2) розгортаємо в ряд
за степенями 𝑡 функцiю

(1− 𝑡)𝑦−1 = (1− 𝑡)𝑦
∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛.

Маємо:

�̃�𝑟 (𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈) =
∞∑︁
𝑛=0

1∫︁
0

𝑡𝑥−1+𝑛(1− 𝑡)𝑦 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︂
𝑎; 𝑐;− 𝑟

𝑡𝜆(1− 𝑡)𝜈

)︂
𝑑𝑡,

звiдки випливає (3).
Рiвнiсть (4) можна довести так само пiсля розгорнення (1− 𝑡)−𝑦 у ряд

∞∑︁
𝑛=0

(𝑦)𝑛
𝑡𝑛

𝑛!
.

4. Пiсля замiни 𝑡 = 𝜉
1+𝜉 , одержуємо ще таке iнтегральне зображення

�̃�𝑟(𝑥, 𝑦;𝜆, 𝜈) =

∞∫︁
0

𝜉𝑥−1(𝜉 + 1)−𝑥−𝑦 𝑟
1Φ

𝜏,𝛽
1

(︃
𝑎; 𝑐;−𝑟(1 + 𝜉)𝜆+𝜈

𝜉𝜆

)︃
𝑑𝜉. (5)
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3 Нове узагальнення гiпергеометричної функцiї
Запровадьмо нову узагальнену гiпергеометричну функцiю у виглядi:

𝑟𝐹
𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

1

𝐵(𝑏, 𝑐− 𝑏)

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎)𝑛�̃�
𝑟(𝑏+ 𝑛, 𝑐− 𝑏;𝜆; 𝜈)

𝑧𝑛

𝑛!
, (6)

де Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0, Re 𝑟 > 0; 𝜏 > 0, 𝛽 > 0, 𝜏 − 𝛽 < 1; Re𝜆 > 0,Re 𝜈 > 0; (𝑎)𝑛 —
символ Похгаммера, 𝐵(𝑥, 𝑦)— класична бета-функцiя (Erdélyi et al., 1953).

Для 𝑟 = 0, 𝜆 = 1, 𝜈 = 1 отримуємо (𝜏, 𝛽)-узагальнену гiпергеометричну функцiю
(Virchenko, 2016)

2𝐹
𝜏,𝛽
1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑎)Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1∫︁
0

𝑡𝑏−1(1− 𝑡)𝑐−𝑏−1
2Ψ1

[︂
(𝑎, 1) ; (𝑐, 𝜏) ;

(𝑐, 𝛽) ;

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑡𝜏
]︂
𝑑𝑡.

(7)
Якщо у формулi (7) покласти 𝛽 = 𝜏 , то отримуємо 𝜏 -узагальнену гiпергеометричну
функцiю Ґауса (Virchenko, 2016):

2𝐹
𝜏
1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

Γ (𝑐)

Γ (𝑏) Γ (𝑐− 𝑏)

1∫︁
0

(1− 𝑥)𝑐−𝑏−1𝑥𝑏−1(1− 𝑧𝑥𝜏)−𝑎𝑑𝑥.

4 Iнтегральне бета-перетворення вiд узагальненої
гiпергеометричної функцiї

Розгляньмо бета-перетворення функцiї 𝑓 (Sneddon, 1972)

𝐵{𝑓(𝑧) : 𝑥, 𝑦} =

1∫︁
0

𝑧𝑥−1(1− 𝑧)𝑦−1𝑓(𝑧)𝑑𝑧. (8)

Теорема 4.1. Якщо виконано умови Re 𝑝 > 0,Re 𝑞 > 0, то правдиве спiввiдноше-
ння:

𝐵{𝑟𝐹 𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑝+ 𝑞, 𝑏; 𝑐; 𝑦𝑧) : 𝑝, 𝑞} = 𝐵(𝑝, 𝑞)𝑟𝐹

𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑝, 𝑏; 𝑐; 𝑦), (9)

де Re𝜆 > 0,Re 𝜈 > 0; Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0; Re 𝑟 > 0; 𝜏 > 0, 𝛽 > 0, 𝜏 − 𝛽 > 1; |𝑦| < 1.

Доведення. З означенням бета-перетворення (8) та узагальненої гiпергеометричної
функцiї (6) випливає, що

𝐵{𝑟𝐹 𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑝+ 𝑞, 𝑏; 𝑐; 𝑦𝑧) : 𝑝, 𝑞} =

=

1∫︁
0

𝑧𝑝−1(1− 𝑧)𝑞−1 1

𝐵(𝑏, 𝑐− 𝑏)

∞∑︁
𝑛=0

(𝑝+ 𝑞)𝑛�̃�
𝑟(𝑏+ 𝑛, 𝑐− 𝑏;𝜆, 𝜈)

(𝑦𝑧)𝑛

𝑛!
𝑑𝑧 = . . .
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Змiнiмо порядок iнтегрування та пiдсумовування:

. . . =
1

𝐵(𝑏, 𝑐− 𝑏)

∞∑︁
𝑛=0

(𝑝+ 𝑞)𝑛�̃�
𝑟(𝑏+ 𝑛, 𝑐− 𝑏;𝜆, 𝜈)

𝑦𝑛

𝑛!

1∫︁
0

𝑧𝑝+𝑛−1(1− 𝑧)𝑞−1𝑑𝑧.

Виражаючи iнтеграл через класичну бета-функцiю i використовуючи її властивiсть

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥+ 𝑦)
,

отримаємо праву частину формули (9).

5 Дiя оператора дробового iнтегрування на уза-
гальнену гiпергеометричну функцiю

Розгляньмо оператори дробового iнтегрування Сайґо (Kilbas & Saigo, 2004):

(𝐼𝜇,𝛼,𝜂0+ 𝑓(𝑡))(𝑥) =
𝑥𝜇−𝛼

Γ(𝜇)

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝜇−1
2𝐹1

(︂
𝜇+ 𝛼,−𝜂;𝜇; 1− 𝑡

𝑥

)︂
𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (10)

(𝐽𝜇,𝛼,𝜂
− 𝑓(𝑡))(𝑥) =

1

Γ(𝜇)

∞∫︁
𝑥

(𝑡− 𝑥)𝜇−1𝑡−𝜇−𝛼
2𝐹1

(︁
𝜇+ 𝛼,−𝜂;𝜇; 1− 𝑥

𝑡

)︁
𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (11)

де 𝜇, 𝛼, 𝜂 ∈ C,Re𝜇 > 0.
Для 𝛼 = −𝜇 оператори (10) та (11) перетворюються вiдповiдно на лiвостороннiй

та правостороннiй оператори Рiмана—Лiувiля:

(𝐼𝜇0+𝑓)(𝑥) =
1

Γ(𝜇)

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝜇𝑑𝑡,

(𝐼𝜇−𝑓)(𝑥) =
1

Γ(𝜇)

∞∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑡− 𝑥)1−𝜇𝑑𝑡.

Теорема 5.1. Якщо виконано умови iснування iнтегрального оператора (10) та
функцiї 𝑟𝐹

𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧), то правдива формула:

(𝐼𝜇,𝛼,𝜂0+ [𝑡𝜎−1
𝑟𝐹

𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑒𝑡)])(𝑥) = 𝑥𝜎−𝛼−1 Γ(𝜎)Γ(𝜎 − 𝛼 + 𝜂)

Γ(𝜎 + 𝜈 + 𝛼)Γ(𝜎 − 𝛼)
×

×𝑟𝐹
𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑒𝑥) * 2𝐹2(𝜎, 𝜎 − 𝛼 + 𝜂;𝜎 − 𝛼, 𝜎 + 𝜈 + 𝜂; 𝑒𝑥),

де 𝑥 > 0; (𝑓 * 𝑔)(𝑧)— добуток Адамара для рядiв (Müller, 1992).
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Доведення. Використовуючи означення (6) узагальненої гiпергеометричної функцiї
та змiнюючи порядок iнтегрування та пiдсумовування, маємо:

(𝐼𝜇,𝛼,𝜂0+ [𝑡𝜎−1
𝑟𝐹

𝜏,𝛽
𝜆,𝜈 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑒𝑡)])(𝑥) =

=
1

𝐵(𝑏, 𝑐− 𝑏)

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎)𝑛�̃�
𝑟(𝑏+ 𝑛, 𝑐− 𝑏;𝜆, 𝜈)

𝑒𝑛

𝑛!
(𝐼𝜇,𝛼,𝜂0+ 𝑡𝜎+𝑛−1)(𝑥) = . . .

Використовуючи властивiсть iнтегрального оператора Сайґо (Kilbas & Saigo, 2004):

(𝐼𝜈,𝛼,𝜂0+ 𝑡𝑘−1)(𝑥) =
Γ(𝑘)Γ(𝑘 − 𝛼 + 𝜂)

Γ(𝑘 − 𝛼)Γ(𝑘 + 𝜈 + 𝜂)
𝑥𝑘−𝛼−1,

де Re 𝑘 > 0,Re(𝑘 − 𝛼 + 𝜂) > 0, одержуємо:

. . . = 𝑥𝜎−𝛼−1 1

𝐵(𝑏, 𝑐− 𝑏)

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎)𝑛�̃�
𝑟(𝑏+ 𝑛, 𝑐− 𝑏;𝜆, 𝜈)

𝑧𝑛

𝑛!
×

× Γ(𝜎 + 𝑛)Γ(𝜎 − 𝛼 + 𝜂 + 𝑛)

Γ(𝜎 − 𝛼 + 𝑛)Γ(𝜎 + 𝜈 + 𝜂 + 𝑛)

(𝑒𝑥)𝑛

𝑛!
.

Використовуючи добуток Адамара для рядiв:

(𝑓 * 𝑔)(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛𝑧
𝑛,

де 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑔(𝑧) =

∞∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑧
𝑛, отримаємо твердження теореми.

Теорема 5.2. Якщо виконано умови iснування iнтегрального оператора (11) та
узагальненої гiпергеометричної функцiї, то правдива формула:(︁

𝐽𝜈,𝛼,𝜂
−

[︁
𝑡𝜎−1

𝑟𝐹
𝜏,𝛽
𝜆,𝜈

(︁
𝑎, 𝑏; 𝑐;

𝑒

𝑡

)︁]︁)︁
(𝑥) = 𝑥𝜎−𝛼−1 Γ(1− 𝜎 + 𝛼)Γ(1− 𝜎 + 𝜂)

Γ(1− 𝜎)Γ(1− 𝜎 + 𝛼 + 𝜈 − 𝜂)
×

×𝑟𝐹
𝜏,𝛽
𝜆,𝜈

(︁
𝑎, 𝑏; 𝑐;

𝑒

𝑥

)︁
* 2𝐹2

(︁
1− 𝜎 + 𝛼, 1− 𝜎 + 𝜂; 1− 𝜎, 1− 𝜎 − 𝜂 + 𝜈 + 𝛼;

𝑒

𝑥

)︁
,

де 𝑥 > 0.

Теорему 5.2 можна довести так само як i теорему 5.1, ураховуючи властивостi
оператора Сайґо (Kilbas & Saigo, 2004):

(𝐽𝜈,𝛼,𝜂
− 𝑡𝑘−1)(𝑥) =

Γ(𝛼− 𝑘 + 1)Γ(𝜂 − 𝑘 + 1)

Γ(1− 𝑘)Γ(𝛼− 𝑘 + 𝜈 + 𝜂 + 1)
𝑥𝑘−𝛼−1,

де Re(𝛼− 𝑘 + 1) > 0,Re(𝜂 − 𝑘 + 1) > 0.
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6 Висновки
Розглянутi в статтi новi узагальнення гiпергеометричної та бета функцiй вiдкри-
вають ширшi можливостi для використання цих функцiй у прикладних матема-
тичних, фiзичних задачах. Планується застосувати новi 𝑟-узагальненi бета- та
гiпергеометричнi функцiї до розв’язання задач теорiї iмовiрностей та математичної
статистики, до теорiї iнтегральних рiвнянь, бiомедицини тощо.

Одержанi результати можна також використати для подальшого глибшого за-
стосування апарату теорiї спецiальних функцiй, що дасть можливiсть розв’язувати
новi класи диференцiальних та iнтегральних рiвнянь.
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Abstract. The aim of paper is to study the properties of the new 𝑟-generalized hypergeometric
and 𝑟-generalized beta functions. In the study were used the common methods of the theory of special
functions, the theory of integral transforms and operators of fractional integration. We obtained
relations for new introduced functions with fractional integral operators of Saigo. We used the concept
of Hadamard product of power series in our investigation. Also there was establish formula for
beta-transform of new 𝑟-generalized hypergeometric function. Integral transforms and fractional
integral formulas involving hypergeometric function are interesting by themselves and play important
roles in applications. These results can be used for further development of the theory of special
functions and it widespread use.
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