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Анотацiя

Подано хронологiю запровадження рiзних типiв рiвномiрної збiжностi функцiо-
нальних рядiв та властивостей рiвномiрно збiжних рядiв у математичний аналiз.
Указано зв’язки мiж рiзними типами рiвномiрної збiжностi. Майже до кожного
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1 Вступ

Цiлеспрямоване оцифрування наукових перiодичних видань, монографiй та пiдру-
чникiв уможливлює вивчати iсторiю математики принаймнi XIX та ХХ столiть за
першоджерелами.

За основу цiєї оглядової статi покладено аналiз iсторiї рiвномiрної збiжностi
в монографiї Medvedev (1991). Його доповнено посиланнями на деякi сучаснiшi
джерела та прямими посиланнями на оцифрованi першоджерела.

Iсторiю запровадження рiвномiрної збiжностi в математичному аналiзi роз-
глянуто, зокрема у працях Pringsheim (1899), Hardy (1918), Rosenthal (1924, pp.
1137–1146), Grattan-Guinness (1970, pp. 112–123), монографiях Medvedev (1991),
Viertel (2014).

2 Основнi позначення та означення

Розгляд рiзних типiв збiжностi функцiонального ряду, зручно проводити «кiлькома
мовами», а саме в термiнах збiжностi власне ряду, збiжностi послiдовностi його
часткових сум та залишкiв ряду.

Нагадаємо, що функцiональним рядом називають вираз

𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + ...+ 𝑢𝑛(𝑥) + ... =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥),

членами якого є функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, означенi на деякiй множинi 𝑋 ⊂ R.

Для функцiонального ряду
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) означують його: 1) 𝑛-ту часткову суму

𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥).

2) 𝑛-й залишок

𝑅𝑛(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥);

3) суму
𝑆(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑆𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷.

Кажуть, що функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається (розбiгається) в точцi

𝑥0 ∈ 𝑋, якщо числовий ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥0) збiгається (розбiгається).
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Множину всiх точок 𝑥 ∈ 𝑋, у яких функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається,

називають областю збiжностi 𝐷 цього ряду.

Область збiжностi функцiонального ряду
∞∑︀
𝑛=1

|𝑢𝑛(𝑥)| називають областю абсо-

лютної збiжностi ряду
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥).

3 Рiзнi типи збiжностi функцiонального ряду

Означення 3.1 ((𝑃 ), поточкової збiжностi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiга-

ється в кожнiй точцi 𝑥 областi 𝐷, якщо

∀𝑥 ∈ 𝐷 : lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥) ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐷 : lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0.

тобто

∀𝑥 ∈ 𝐷 ∀𝜀 > 0 ∃𝑁(𝑥, 𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 : |𝑆𝑛(𝑥)− 𝑆(𝑥)| = |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.

Означення 3.2 ((𝐴), поточкової абсолютної збiжностi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається абсолютно в кожнiй точцi 𝑥 областi 𝐷, якщо в кожнiй точцi 𝑥

областi 𝐷 збiгається ряд
∞∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛(𝑥)|.

Класифiкацiю 7 типiв рiвномiрної збiжностi та її узагальнень подано за статею
Hardy (1918).

Означення 3.3 ((𝑈1), рiвномiрної збiжностi на множинi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в областi 𝐷, якщо

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐷 ⇔ lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷.

тобто

∀𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑆𝑛(𝑥)− 𝑆(𝑥)| = |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.

Це найважливiший i найпоширенiший тип рiвномiрної збiжностi, яким перева-
жно й обмежуються в пiдручниках з математичного аналiзу.

Далi, для спрощення, за множину 𝐷 вiзьмiмо вiдрiзок [𝑎; 𝑏].
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Означення 3.4 ((𝑈2), рiвномiрної збiжностi в околi точки). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в околi точки 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏], якщо iснує таке додатне

число 𝛿(𝑐), що на [𝑐−𝛿(𝑐); 𝑐+𝛿(𝑐)] цей ряд збiгається в розумiннi (𝑈1) (якщо 𝑐 = 𝑎,
то на вiдрiзку [𝑎; 𝑎+ 𝛿(𝑎)], а якщо 𝑐 = 𝑏, то на вiдрiзку [𝑏− 𝛿(𝑏); 𝑏].

Означення 3.5 ((𝑈3), рiвномiрної збiжностi в точцi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥)

збiгається рiвномiрно в точцi 𝑥0, якщо

∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝑥0, 𝜀) > 0, 𝑁(𝑥0, 𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿] : |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.

Так само як означення (𝑈1), (𝑈2) та (𝑈3), можна сформулювати означення
(𝑉1), (𝑉2) та 𝑉3 (Hardy, 1918) вiдповiдно узагальненої рiвномiрної збiжностi на
вiдрiзку, в околi точки та в точцi, у яких виконання умови |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀 вимагається
не для всiх 𝑛 > 𝑁, а для нескiнченної кiлькостi значень 𝑛, починаючи з деякого
числа 𝑁, не обов’язково всiх.

Означення 3.6 ((𝑄), квазiрiвномiрної збiжностi на вiдрiзку). Функцiональний

ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається квазiрiвномiрно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], якщо для будь-якого

𝜀 > 0 i будь-якого номера 𝑁 ′ вiдрiзок [𝑎; 𝑏] можна покрити скiнченною кiлькiстю
iнтервалiв

(𝑎1; 𝑏1), (𝑎2; 𝑏2), ..., (𝑎𝑘; 𝑏𝑘),

яким можна увiдповiднити числа

𝑛1 > 𝑁 ′, 𝑛2 > 𝑁 ′, ..., 𝑛𝑘 > 𝑁 ′

так, щоб для всiх значень 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏], якi мiстяться в (𝑎𝑖; 𝑏𝑖) (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), нерiвнiсть

|𝑆(𝑥)− 𝑆𝑛𝑖
(𝑥)| = |𝑅𝑛𝑖

(𝑥)| < 𝜀

виконувалась одночасно.

Означення 3.7 ((𝑀), правильної збiжностi на вiдрiзку). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається правильно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], якщо iснує збiжний числовий ряд

з додатними членами
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 такий, що для будь-якого 𝑛 ∈ N та 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] виконано

нерiвнiсть
|𝑢𝑛(𝑥)| 6 𝑎𝑛.
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Ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 називають мажорантою ряду

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥),

а правильно збiжний ряд ще називають мажоровним.

4 Зв’язки мiж рiзними типами рiвномiрної збiжностi
1. Якщо ряд збiгається абсолютно в кожнiй точцi областi 𝐷, то вiн збiгається в
кожнiй точцi областi 𝐷, тобто

(𝐴) ⇒ (𝑃 ).

2. Якщо ряд збiгається рiвномiрно на деякiй множинi, то вiн збiгається в кожнiй
точцi цiєї множини, тобто

(𝑈1) ⇒ (𝑃 ).

3. Правдивi також iмплiкацiї

(𝑈1) ⇒ (𝑈2) ⇒ (𝑈3).

Для збiжностей (𝑉1), (𝑉2) та (𝑉3) такi iмплiкацiї неправдивi.
Якщо ряд збiгається рiвномiрно в околi кожної точки (у розумiннi (𝑈2)) з

вiдрiзка [𝑎; 𝑏], то вiн збiгається й рiвномiрно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] (у розумiннi (𝑈1)).
З рiвномiрної збiжностi в точцi не випливає рiвномiрна збiжнiсть в околi цiєї

точки.
З рiвномiрної збiжностi в усiх точках вiдрiзку випливає рiвномiрна збiжнiсть на

вiдрiзку (доведення спирається на теорему Гайне —Бореля та аксiому Цермело).
З узагальненої рiвномiрної збiжностi в усiх точках вiдрiзка випливає, лише

iснування деякої пiдпослiдовностi натуральних чисел 𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < ... (з
вiдповiдного означення). Але з цього не випливає, що можна побудувати таку
послiдовнiсть, яка була б придатна для всiх точок розглядуваної множини, як
цього вимагає збiжнiсть типу (𝑉1) (Medvedev, 1991).

5 Ознаки рiвномiрної збiжностi рядiв
Нагадаємо деякi ознаки рiвномiрної збiжностi в розумiннi (𝑈1).

Теорема 5.1. (ознака Ваєрштраса). Якщо функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгає-

ться правильно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то вiн збiгається на цьому вiдрiзку абсолютно
й рiвномiрно.
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Отже,
(𝑀) ⇒ (𝐴) ∩ (𝑈1).

Наслiдок 5.2. Якщо функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається правильно на

вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то на цьому вiдрiзку збiгається рiвномiрно ряд
∞∑︀
𝑛=1

|𝑢𝑛(𝑥)|.

Теорема 5.3. (ознака Дiнi). Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й невiд’ємнi

на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається до неперервної на

вiдрiзку [𝑎; 𝑏] функцiї 𝑆(𝑥), то вiн збiгається на цьому вiдрiзку рiвномiрно в
розумiннi (𝑈1).

Нагадаємо також теореми про поточкову та рiвномiрну збiжнiсть важливого
випадку функцiонального ряду — степеневого ряду.

Теорема 5.4. (перша теорема Абеля). Якщо степеневий ряд
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 збiгає-

ться в точцi 𝑥 = 𝑥1 ̸= 0, то вiн абсолютно збiгається для всiх значень 𝑥,

якi справджують нерiвнiсть |𝑥| < |𝑥1| . Якщо степеневий ряд
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 у то-

чцi 𝑥2 розбiгається, то вiн розбiгається для всiх значень 𝑥, якi справджують
нерiвнiсть |𝑥| > |𝑥2| .

Степеневий ряд
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 збiгається всерединi свого iнтервалу збiжностi (−𝑅;𝑅), 𝑅 >

0 (вiн може вироджуватись в точку 𝑥0 = 0 або «розширюватись» до R.

Теорема 5.5. (друга теорема Абеля). Степеневий ряд збiгається абсолютно й
рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на будь-якому вiдрiзку [−𝜌; 𝜌] ⊂ (−𝑅;𝑅).

Наслiдок 5.6. (Fikhtengolz, 2009). Якщо степеневий ряд у точцi 𝑥 = 𝑅 розбiгає-
ться, то збiжнiсть ряду у промiжку [0;𝑅) не може бути рiвномiрною.

Якщо степеневий ряд збiгається в точцi 𝑥 = 𝑅, то вiн збiгається рiвномiрно
на вiдрiзку [0;𝑅].

6 Властивостi рiвномiрно збiжних рядiв
1. Неперервнiсть суми ряду з неперервними членами.

Теорема 6.1. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то його сума

𝑆(𝑥) є неперервною функцiєю на цьому вiдрiзку.
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Теорема 6.2 (Арцела). Нехай функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й функцiональний

ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається на вiдрiзку [𝑎; 𝑏]. Сума 𝑆(𝑥) є неперервною функцiєю на

вiдрiзку [𝑎; 𝑏] тодi й лише тодi, коли ряд збiгається квазiрiвномiрно (у розумiннi
(𝑄)) до функцiї 𝑆(𝑥) на цьому вiдрiзку.

2. Можливiсть почленного iнтегрування ряду.

Теорема 6.3. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на [𝑎; 𝑏], то його можна почленно

iнтегрувати на будь-якому вiдрiзку [𝛼; 𝑡] ⊂ [𝑎; 𝑏], тобто

𝑡∫︁
𝛼

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑡∫︁
𝛼

𝑢𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

3. Можливiсть почленного диференцiювання ряду.

Теорема 6.4. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервно диференцiйовнi й функцiо-

нальний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], а функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑢′𝑛(𝑥)

збiгається рiвномiрно (в розумiннi (𝑈1)) на [𝑎; 𝑏], то заданий ряд можна почленно
диференцiювати на [𝑎; 𝑏]:(︃ ∞∑︁

𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥)

)︃′

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑢′𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏].

7 Iсторичнi вiдомостi

Сучасне означення суми ряду та його збiжностi встановлюється пiсля праць
Больцано (Bolzano, 1817) та Кошi (Cauchy, 1821).

1821 — Кошi у своєму курсi «Алгебричного аналiзу» (Cauchy, 1821, с. 123—124),
публiкує доведення помилкового твердження, що збiжний скрiзь ряд неперервних
функцiй має неперервну суму.

1822 — Фур’є видає «Аналiтичну теорiї теплоти» (Fourier, 1822), де вже має при-
клади рядiв неперервних функцiй, якi збiгаються до розривних сум, але помилку
Кошi не зазначає.

1823 — Кошi формулює ще одну помилкову теорему, що збiжний скрiзь ряд
неперервних функцiй можна почленно iнтегрувати (Cauchy, 1823, с. 157 —158).
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1826 — Абель зауважує, що «теорема Кошi [про неперервнiсть суми] має виня-
тки» (Abel, 1826, с. 316), i подає приклад ряду

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 sin𝑛𝑥

𝑛
,

сума, якого має розриви в точках 𝑥 = (2𝑚+ 1)𝜋,𝑚 ∈ Z.
У цiй самiй працi Абель, доводячи теорему 5.4, фактично доводить i теорему

5.5, вiдзначаючи властивiсть (𝑈1) степеневого ряду.
1838 — Ґудерман у трактатi, присвяченому елiптичним функцiям (Gudermann,

1838), пише про «ряд, що збiгається рiвномiрно», хоч i не подає анi означення, анi
не використовує рiвномiрну збiжнiсть у доведеннях.

1841—1842 — Ваєрштрас у працях, якi були опублiковано тiльки 1894 р.
(Weierstrass, 1894а), (Weierstrass, 1894б), використовує властивiсть степеневих
рядiв (теорема 5.4) i говорить, що ряд «рiвномiрно» збiгається, хоч i не дає власне
означення рiвномiрної збiжностi.

1846 — Б’єрлiнґ у статтi Björling (1897) формулює i доводить теорему про
неперервнiсть суми ряду з неперервними членами, розрiзняючи збiжнiсть «для
будь-якого значення 𝑥» i «для будь-якого заданого значення 𝑥» (стаття вийшла
латиною, переклад шведською був опублiкований у Björling (1853).

1847 — Стокс (Stokes, 1847) розглядає рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑉2) (Stokes,
1847), описуючи її заперечення в термiнах «нескiнченно повiльної збiжностi», i на-
магається довести, що рiвномiрна збiжнiсть необхiдна й достатня для неперервностi
в розглядуванiй точцi суми ряду неперервних функцiй, який збiгається в околi цiєї
точки скрiзь (достатнiсть доведено правильно, а пiд час доведення необхiдностi
припускає помилку). Повторює також помилку Кошi, не зв’язуючи можливiсть
почленного iнтегрування рядiв з рiвномiрною збiжнiстю. Стаття Стокса довго
залишались непомiченою iз приводу рiвномiрної збiжностi.

1847 — Зайдель установлює факт нерiвномiрної збiжностi ряду неперервних
функцiй в околах точок розриву суми ряду (Seidel, 1847) , описуючи її «як завго-
дно повiльну збiжнiсть» (заперечення рiвномiрної збiжностi типу (𝑈2)). Зайдель
доводить, що збiжностi (𝑈2) достатньо для того, щоб сума функцiонального ря-
ду з неперервними членами була неперервна. Стаття Зайделя довго залишалася
непомiченою (принаймнi до 1870 року).

1853 — Кошi виправляє свою помилку про неперервнiсть суми ряду з непе-
рервними членами (Cauchy, 1853), запроваджує рiвномiрну збiжнiсть (𝑈1), але
не термiн для неї, i доводить, що сума рiвномiрно збiжного (у розумiннi (𝑈1))
ряду неперервних функцiй як дiйсної, так i комплексної змiнної є неперервною на
вiдрiзку або в областi функцiєю. Ця стаття теж не стає широко вiдомою.

пiсля 1857 — Ваєрштрас у своїх лекцiях у Берлiнському унiверситетi поєднує
термiн «рiвномiрна збiжнiсть» iз означенням Кошi (майже напевно вiн знав про
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статтi Зайделя та Кошi). Ваєшртрас указує на важливiсть рiвномiрної збiжностi
також i для можливостi iнтегрувати ряди почленно.

1866 — Томе вказує на зв’язок рiвномiрної збiжностi (𝑈1) з почленним ди-
ференцiюванням та iнтегруванням (Thomé, 1866). Вiн доводить теорему, у якiй
рiвномiрну збiжнiсть зв’язано iз трьома важливими задачами аналiзу — умовами
неперервностi суми ряду й почленних диференцiювання та iнтегрування, причому
цi зв’язки названо «вiдомими» (Томе слухав Ваєрштрасовi лекцiї).

1870 — Гайне запроваджує поняття рiвномiрної збiжностi в тому самому виглядi
(Heine, 1869), як i Кошi, не посилаючись нi на кого (загалом у працi є згадки про
внесок Ваєрштраса, статтi Томе та Зайделя). Гайне зазначає необґрунтованiсть тео-
реми про можливiсть почленного iнтегрування скрiзь збiжного тригонометричного
ряду й доводить теорему про єдинiсть розвинення функцiї у тригонометричний
ряд.

Гайне разом з рiвномiрною збiжнiстю ряду запроваджує поняття «узагалi рiв-
номiрно збiжного ряду», тобто ряду, який збiгається на вiдрiзку рiвномiрно, якщо
з цього вiдрiзку викинути довiльнi малi околи скiнченної кiлькостi точок. Основнi
свої теореми Гайне доводить саме для цiєї узагальненої рiвномiрної збiжностi;
поводження ряду у критичних точках його не цiкавить.

1870 — Кантор дає означення рiвномiрної збiжностi у формi (𝑈1) з оцiнкою
залишку (Cantor, 1870). Формулює також загальнiшу, нiж Гайне, теорему єдиностi
тригонометричного ряду, але доводить цю теорему лише у працi Cantor (1871).

1871 — Дюбуа-Реймон установлює одну достатню умову неперервностi суми ряду
неперервних функцiй (du Bois-Reymond, 1871), напряму не зв’язану з рiвномiрною
збiжнiстю (ряд з коефiцiєнтiв має збiгатись абсолютно, а самi функцiї — члени
ряду та його сума — бути обмеженими).

1874 — Дюбуа-Реймон дає негативну вiдповiдь на питання, чи обов’язково
ряд з неперервними членами збiгається до неперервної суми рiвномiрно (du Bois-
Reymond, 1874).

1874 — Штольц намагається довести (Stolz, 1875), що рiвномiрна збiжнiсть
є необхiдною умовою для того, щоб сума ряду з неперервними членами була
неперервною.

1875 — Дарбу в «Мемуарi про розривнi функцiї» (Darboux, 1875) зазначає
про свою обiзнанiсть з роботами Томе, Гайне та Кантора, розглядає рiвномiрну
збiжнiсть типу (𝑈1) i чiткiше доводить, що рiвномiрно збiжний ряд неперервних
функцiй збiгається до непрерервної функцiї. Дарбу також доводить, що рiвномiр-
но збiжний ряд iнтегровних за Рiманом функцiй можна почленно iнтегрувати,
тобто зiнтегрований ряд збiгається до iнтеграла вiд суми ряду i слушно вказує
на потребу рiвномiрної збiжностi ряду з похiдних для можливостi почленного
диференцiювання.
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На прикладi ряду

∞∑︁
𝑛=1

𝑥2[𝑛2𝑒−𝑛2𝑥2 − (𝑛+ 1)2𝑒−(𝑛+1)
2
𝑥2

] = 𝑥2𝑒−𝑥2

Дарбу показує, що умова рiвномiрної збiжностi не є необхiдною для неперервностi
суми ряду.

На прикладi ряду
∞∑︀
𝑛=1

(︁
−2𝑛2𝑥𝑒−𝑛2𝑥2

+ 2(𝑛+ 1)2𝑥𝑒−(𝑛+1)
2
𝑥2
)︁

Дарбу встановлює,

що якщо умову рiвномiрної збiжностi не виконано, то не можна почленно iнте-
грувати навiть збiжний до неперервної суми ряд неперервних функцiй. У цьому
прикладi iнтеграл вiд суми iснує, але вiн не рiвний сумi ряду iнтегралiв вiд членiв
ряду.

1875 — Томе у працi Thomae (1875) незалежно вiд Дарбу доводить теорему про
почленне iнтегрування, користуючись рiвномiрною збiжнiстю типу (𝑈1).

1878 — Дiнi робить фундаментальний внесок у розроблення й застосуван-
ня рiвномiрної збiжностi (Dini, 1878). Вiн розглядає рiвномiрнi збiжностi типiв
(𝑈1), (𝑈2), (𝑈3) та (𝑉1), (𝑉2), (𝑉3).

Дiнi доводить для рядiв з додатними членами еквiвалентнiсть збiжностей
типу (𝑈1) та (𝑉1) i встановлює, що умова рiвномiрної збiжностi ряду (𝑈1) є необ-
хiдною умовою того, що ряд з неперервними членами збiгається до неперервної
суми. Вiн установлює, що збiжнiсть (𝑉2) достатня для неперервностi ряду не-
перервних функцiй в околi точки, а збiжнiсть (𝑉1) достатня для неперервностi
суми на всьому iнтервалi. Дiнi використовує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈2) (i її
узагальнення) у теоремах про неперервнiсть суми та почленне диференцiювання
та означує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑉1), яку називає «простою рiвномiрною
збiжнiстю».

Розглядаючи можливiсть почленного iнтегрування ряду, Дiнi обмежується
лише рядами, збiжними в розумiннi (𝑈1). Вiн також зауважує, що з доведення
теореми про можливiсть почленного iнтегрування рiвномiрно збiжного в розумiннi
(𝑈1) ряду випливає, що якщо розглядуваний ряд збiгається в розумiннi (𝑉1), то
його сума iнтегровна. Питання про умову рiвностi суми iнтегралiв iнтегралу вiд
суми вiн залишає вiдкритим.

1880 — Ваєрштрас доводить у працi Weierstrass (1880), що якщо ряд збiгається
рiвномiрно в околi кожної точки, розташованої всерединi або на межi заданої
однозв’язної областi, то вiн збiгається рiвномiрно в усiй областi (тобто, що з
рiвномiрної збiжностi типу (𝑈2) в кожнiй точцi замкненої областi (а, отже, й
вiдрiзка) випливає рiвномiрна збiжнiсть типу (𝑈1)).

1880 — Вольтера подає приклад ряду (Volterra, 1881), який на вiдрiзку [0; 1]
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збiгається рiвномiрно в сенсi (𝑉1), але не в сенсi (𝑈1) :

𝑢2𝑛−1(𝑥) = 𝑥𝑛+1, 𝑢2𝑛(𝑥) = −𝑥𝑛+1, 𝑥 ∈ [0; 1),

𝑢𝑛(1) =
1

(𝑛+ 1)!
.

1882 — Пiнкерле узагальнює у працi Pincherle (1882) результат Ваєрштраса
(1880), але вже для всiєї площини.

1884 — Арцела запроваджує означення квазiрiвномiрної збiжностi типу (𝑄).
(Arzelà, 1884а).

1887 — Дюбуа-Реймон у працi du Bois-Reymond (1887) пiд рiвномiрною збiжнi-
стю розумiє збiжнiсть типу (𝑈3).

1894 — Принґсгайм використовує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3) (Pringsheim,
1894).

1895 — Арцела одержав достатню ознаку можливостi почленного iнтегрування,
зв’язану з обмеженiстю в сукупностi залишку ряду (Arzelà, 1884б).

1896 — Осґуд висловлює iдею розгляду рiвномiрної збiжностi типу (𝑈3) (Osgood,
1897). Доводить, що ряд неперервних функцiй збiгається до неперервної суми,
якщо залишок ряду обмежений у сукупностi.

Розглядає приклад ряду

∞∑︁
𝑛=1

(𝑛𝑥𝑒−𝑛𝑥2 − (𝑛− 1)𝑥𝑒−(𝑛−1)𝑥2

),

у якому ряд з первiсних збiгається квазiрiвномiрно, але iнтеграл вiд суми не
дорiвнює сумi iнтегралiв.

1897 — Бендiксон, спираючись на книгу Dini (1878), показує (Bendixon, 1897),
що iснує клас рядiв, якi збiгаються в сенсi (𝑉1), але не в сенсi (𝑈1) на вiдрiзку.
Будує приклад ряду неперервних функцiй, який збiгається до неперервної функцiї,
але який не збiгається в сенсi (𝑉1). Доводить теорему, що рiвномiрна збiжнiсть
типу (𝑉1) достатня для можливостi почленного iнтегрування за умови збiжностi
ряду iнтегралiв, i узагальнює на збiжнiсть (𝑉1) теорему Дарбу — Дiнi про почленне
диференцiювання ряду, установлює також ознаки рiвномiрної збiжностi (𝑈1) та
(𝑉1) рядiв.

1899 — Арцела iз загальнiшого погляду переглядає основнi результати щодо
збiжностей типiв (𝑈) та (𝑉 ) (Arzelà, 1899). Зокрема, Арцела доводить, що якщо
функцiональний ряд збiгається в сенсi (𝑉1), то можна так згрупувати його члени,
не змiнюючи порядку, що одержаний ряд збiгатиметься рiвномiрно в сенсi (𝑈1).

Вiн доводить, що поняття квазiрiвномiрної збiжностi (𝑄) є необхiдною й до-
статньо умовою того, щоб ряд з неперервними членами збiгався до неперервної
суми.
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1903 — Гобсон незалежно доводить теорему Арцела про групування членiв
ряду (Hobson, 1904) i зауважує, що якщо кожен член ряду, який збiгається в сенсi
(𝑈1) замiнити деякою сумою функцiй, то одержаний ряд може бути й розбiжним;
якщо ж вiн збiгається скрiзь, то вiн обов’язково збiгається в розумiннi (𝑉1).

1903 — Юнґ у статтi Young (1904) означує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3),
розглядає однобiчнi збiжностi (𝑈3) i запроваджує рiвномiрну збiжнiсть на вiдрiзку
як рiвномiрну збiжнiсть (𝑈3) в кожнiй точцi цього вiдрiзку. Вiн також доводить,
що так означена рiвномiрна збiжнiсть переходить у рiвномiрну збiжнiсть типу
(𝑈1) на вiдрiзку (або на будь-якiй замкненiй множинi). Юнґ також зауважує, що з
рiвномiрної збiжностi в точцi не випливає рiвномiрна збiжнiсть у будь-якому околi
цiєї точки ((𝑈3) ≠⇒ (𝑈2)). Продовжив вивчення збiжностi у статтi Young (1908).

1905 — Борель запроваджує для збiжностi типу термiн «квазiрiвномiрна» (Borel,
1905).

1908 — Рiс, не знаючи праць Принґсгайма та Юнґа, вивчає рiвномiрну збiжнiсть
типу (𝑈3) (Riesz, 1908).

1908 — Бер запроваджує поняття правильної збiжностi (типу (𝑀)) (Baire, 1908).
1917 — Рiс зауважує (Riesz, 1920), що рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3) розглядали

до нього Юнґ та Принґсгайм, i пiдкреслює потребу розрiзняти рiвномiрну збiжнiсть
типу (𝑈2) та (𝑈3).

8 Висновки
Дослiдження iсторичного розвитку навiть одного математичного поняття нагадує
нам усiм, що iсторiя математики сповнена драматизму. Це iсторiя багатьох спроб,
осяянь i помилок.

Автори розумiють, що у статтi подано далеко не вичерпний огляд процесу
усвiдомлення та запровадження поняття "рiвномiрної збiжностi". Бачиться цiкавим
i корисним зiбрати з оригiнальних джерел приклади i контрприклади на ознаки
рiвномiрної збiжностi та властивостi рiвномiрно збiжних рядiв.

Зазначимо також, що подальше оцифрування журналiв та математичних моно-
графiй розширить можливостi глибшого та точнiшого вивчення iсторiї математики.
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