
Mathematics in Modern Technical University

Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 55–60

http://mmtu.matan.kpi.ua

Узагальнення понять числового ряду та

нескiнченного добутку

В. Юськович

Кафедра математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей,

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна

viktyusk@gmail.com

Анотацiя

Метою даної статтi є узагальнення понять числового ряду, нескiнченного до-
бутку та їхньої збiжностi шляхом запровадження поняття нескiнченної операцiї,
визначеної в довiльному метричному просторi та для довiльної бiнарної операцiї.

Основний результат статтi — доведення загальної необхiдної ознаки збiжностi
нескiнченної операцiї.

Ключовi слова: бiнарна операцiя; метричний простiр; збiжнiсть.
MSC2010 40A05
УДК 517.521+517.523

Cite as: Yuskovych, V. (2018). Generalization of the notions of a numerical series and infinite product. Mathe-

matics in Modern Technical University, 2018(1), 55–60.

c○ The Author(s) 2018. Published by Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute. This is an Open Access article
distributed under the terms of the license CC BY 4.0 (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), which permits
re-use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.

http://mmtu.matan.kpi.ua


V. Yuskovych 56

1 Означення та приклади нескiнченних операцiй

Сформулюємо означення нескiнченної операцiї та подамо деякi важливi прикла-
ди.

Означення 1.1. Нехай * : 𝐺2 → 𝐺 — бiнарна операцiя (Kurosh, 1972), (𝐺, 𝑑) —
метричний простiр (Kolmogorov & Fomin, 1957).

Частковою операцiєю елементiв (𝑎𝑘)
𝑛
𝑘=0 ∈ 𝐺𝑛+1 назвiмо елемент

𝑠𝑛 = 𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛.

Нескiнченною операцiєю елементiв (𝑎𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐺∞ назвiмо границю

∞*
𝑛=0

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛

(у сенсi метричного простору). Якщо ця границя iснує, говоритимемо, що нескiн-
ченна операцiя збiгається (збiжна); iнакше — розбiгається (розбiжна).

Приклад 1.2 (числовий ряд). Розгляньмо множину 𝐺 = R з евклiдовою метрикою

𝑑 та операцiю суми * := +. Тодi +∞
𝑛=0𝑎𝑛 =

∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛. тобто в цьому випадку поняття

нескiнченної операцiї збiгається з поняттям числового ряду (Ilin & Poznyak, 2005),
причому збiжнiсть обох понять узгоджена.

� Справдi, + : R2 → R — бiнарна операцiя, (R, 𝑑) — метричний простiр. Якщо
(𝑎𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ R∞, 𝑠𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛, то

∞
+
𝑛=0

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

За означенням ряд є збiжним, якщо iснує границя часткових сум, що вiдповiдає
означенню збiжностi нескiнченної операцiї.

Приклад 1.3 (нескiнченний добуток). Розгляньмо множину 𝐺 = R∖ {0} з евклiдо-
вою метрикою 𝑑 та операцiю добутку * := ·. Тодi при

∞∏︀
𝑛=0

𝑎𝑛 ̸= 0

∞·
𝑛=0

𝑎𝑛 =
∞∏︁
𝑛=0

𝑎𝑛,

тобто в цьому випадку поняття нескiнченної операцiї збiгається з поняттям не-
скiнченного добутку, причому збiжнiсть обох понять узгоджена.



Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 55–60 57

� Справдi, · : (R∖ {0})2 → R∖ {0} — бiнарна операцiя, (R∖ {0} , 𝑑) — метричний

простiр. Якщо (𝑎𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ (R∖ {0})∞, 𝑠𝑛 = 𝑎0 · 𝑎1 · . . . · 𝑎𝑛, причому

∞∏︀
𝑛=0

𝑎𝑛 ̸= 0, то

∞·
𝑛=0

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 =
∞∏︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

За означенням нескiнченний добуток є збiжним, якщо iснує ненульова границя
часткових добуткiв, що вiдповiдає означенню збiжностi нескiнченної операцiї, бо

у випадку
∞∏︀
𝑛=0

𝑎𝑛 = 0 /∈ R∖ {0} нескiнченна операцiя, як i нескiнченний добуток,

уважають розбiжними.

Приклад 1.4 (нескiнченнi об’єднання та перетин). Нехай (𝑋,𝐺, 𝜇) — простiр з
мiрою (Dorogovcev, 1989), * ∈ {∪, ∩} — операцiя перетину чи об’єднання. Роз-
гляньмо новий простiр з мiрою (𝑋,𝐺, 𝜇), у якому замiсть множини 𝑋 беремо її
фактор-множину за вiдношенням еквiвалентностi

𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝜇 (𝐴 M 𝐵) = 0,

замiсть 𝐺 — вiдповiдний новий клас пiдмножин фактор-множини, замiсть 𝜇 —
вiдповiдну нову мiру на фактор-множинi. Тодi на фактор-множинi 𝑋 можна за-
провадити метрику 𝑑 (𝐴,𝐵) = 𝜇 (𝐴 M 𝐵) та отримати наступнi нескiнченнi опе-
рацiї: ⎡⎢⎢⎣

∞*
𝑛=0

𝐴𝑛 =
∞⋃︀
𝑛=0

𝐴𝑛,

∞*
𝑛=0

𝐴𝑛 =
∞⋂︀
𝑛=0

𝐴𝑛.

� По-перше, очевидно, що вiдношення

𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝜇 (𝐴 M 𝐵) = 0

є вiдношенням еквiвалентностi (транзитивнiсть випливає iз включення

𝐴 M 𝐶 ⊂ (𝐴 M 𝐵) ∪ (𝐵 M 𝐶)

та монотонностi мiри 𝜇). Отже, маємо право замiсть самої множини 𝑋 розгляда-
ти її фактор-множину. У класi 𝐺 кожну множину замiнюємо вiдповiдним класом
еквiвалентностi. Природним чином можна означити мiру кожного класу еквiва-
лентностi, бо мiри множин з одного класу рiвнi мiж собою. По-друге, рiвнiсть

𝑑 (𝐴,𝐵) = 𝜇 (𝐴 M 𝐵)

справдi задає метрику (нерiвнiсть трикутника так само випливає з властивостей
симетричної рiзницi та монотонностi мiри).
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Зауваження 1.5. Вищенаведенi поняття нескiнченних об’єднання та перетину,
узагалi кажучи, не узгоджуються iз класичними, бо не враховують множини мiри
нуль.

� Наведемо тривiальний приклад, коли вищенаведене поняття нескiнченного об’єднання
не збiгається iз класичним. У класичному сенсi

∞⋃︁
𝑛=1

{𝑛} = N.

Якщо ж розглянути цей вираз у сенсi нескiнченної операцiї з 𝐺 = ℬ (R) (борелiв-
ською сигма-алгеброю на прямiй), операцiєю * := ∪ та метрикою iз прикладу 1.4,
то

∞⋃︁
𝑛=1

{𝑛} =
∞⋃︁
𝑛=1

∅ = ∅,

бо всi множини {1} , {2} , . . . та N належать класу еквiвалентностi ∅.

Приклад 1.6 (нескiнченна композицiя). Розглянемо клас неперервних функцiй
𝐺 = 𝒞 (R) вiдносно операцiї «оберненої» композицiї * := ∘ (тобто 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 (𝑓))
з рiвномiрною метрикою 𝑑. Таким чином можна запровадити нескiнченну ком-
позицiю ∘∞𝑛=0𝑓𝑛. У цьому випадку збiжнiсть нескiнченної операцiї еквiвалентна
рiвномiрнiй збiжностi послiдовностi 𝑠𝑛 = 𝑓0 ∘ 𝑓1 ∘ . . . ∘ 𝑓𝑛 у просторi 𝒞 (R).

2 Необхiдна ознака збiжностi нескiнченної опера-

цiї

Сформулюймо необхiдну ознаку збiжностi вищеозначеної нескiнченної операцiї.

Теорема 2.1 (необхiдна ознака збiжностi). Нехай (𝐺, *) — абелева група з непе-
рервною бiнарною операцiєю та нейтральним елементом 𝑒. Якщо нескiнченна
операцiя *∞𝑛=0𝑎𝑛 збiжна, то lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝑒.

� Спочатку розгляньмо вираз та перетворiмо його, використовуючи асоцiатив-
нiсть i комутативнiсть операцiї * та властивостi нейтрального елемента:

𝑠𝑛 * (𝑠𝑛−1)
−1 = (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1 * 𝑎𝑛) * (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1)

−1 =

= (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1) * 𝑎𝑛 * (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1)
−1 =

= 𝑎𝑛 * (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1) * (𝑎0 * 𝑎1 * . . . * 𝑎𝑛−1)
−1 =

= 𝑎𝑛 *
(︀
𝑠𝑛−1 * (𝑠𝑛−1)

−1
)︀
= 𝑎𝑛 * 𝑒 = 𝑎𝑛.
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Тепер знайдiмо границю 𝑎𝑛, використавши неперервнiсть операцiї *, а також той
факт, що границя обернених дорiвнює оберненому границi:

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

(︀
𝑠𝑛 * 𝑠𝑛−1

−1
)︀
= lim

𝑛→∞
𝑠𝑛 * lim

𝑛→∞
𝑠𝑛−1

−1 =

= lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 *
(︁
lim
𝑛→∞

𝑠𝑛−1

)︁−1

= 𝑎 * 𝑎−1 = 𝑒.

Наслiдок 2.2 (необхiдна ознака збiжностi ряду). Оскiльки (R,+) з 𝑒 = 0 справ-
джує умови ознаки (тобто є абелевою групою, а операцiя + неперервна), то зi

збiжностi
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛 випливає lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, що є вiдомим фактом з теорiї числових

рядiв.

Наслiдок 2.3 (необхiдна ознака збiжностi нескiнченного добутку). Оскiльки
(R∖ {0} , ·) з 𝑒 = 1 справджує умови ознаки (тобто є абелевою групою, а опе-

рацiя · неперервна), то зi збiжностi
∞∏︀
𝑛=0

𝑎𝑛 випливає lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 1, що є вiдомим

фактом з теорiї нескiнченних добуткiв.

3 Висновки

Запроваджене поняття нескiнченної операцiї дозволяє узагальнити бiльшiсть по-
нять та результатiв з теорiї числових рядiв, нескiнченних добуткiв та iнших роз-
дiлiв математики, де виникають схожi об’єкти (а саме границi послiдовностей
деякого спецiального вигляду).

Одним з подальших напрямкiв розвитку теми цiєї статтi є формулювання та
доведення достатнiх умов збiжностi (загальних ознак збiжностi) нескiнченних
операцiй.
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Abstract. The purpose of this article is generalizing of a series concept, an infinite product
concept, and their convergence by defining a new general infinite operation concept which is defined
for any metric space and for any binary operation.

The most important special cases of an infinite operation are a series and an infinite product,
however, infinite unions, intersections and function compositions are also considered in the article.

The main result of the article is a proof of the general necessary condition of infinite operation
convergence which asserts that the terms of a convergent infinite operation limit to the neutral
element under certain assumptions.
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