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Abstract

Some comments concerning the origin of the (R–O) notion for real functions are
given, which has been used in the paper above, but was first introduced by Avakumović
(1935). Moreover, some later extensions and generalizations of such functions are briefly
discussed.
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There are two versions of the paper, namely (Avakumović, 1936a) in Serbo-Croatian,
and (Avakumović, 1936b) in German. Both papers in §5 contain the following condition

ℎ 6
𝜌(𝜉)

𝜌(𝑡)
6 𝐻, 0 < 𝑡 6 𝜉 6 𝜆𝑡. (R)

V. Avakumović mentions that condition (R) may succesfully change the assumption
in Theorem 𝑂 (which is the main result of (Avakumović, 1936a) and (Avakumović,
1936b)) that the function 𝜌 is regularly varying.

Theorem. O. Let 𝜌 be a regularly varying function. Assume that 𝐴 is a function of
bounded variation in every bounded interval and the integral∫︁ ∞

0

𝑒−𝜎𝑡 𝑑𝐴(𝑡)

exists for every 𝜎 > 0. If∫︁ ∞

0

𝑒−𝜎𝑡 𝑑𝐴(𝑡) = 𝑂(1) as 𝜎 → 0

and
𝜌(𝑡′)𝐴(𝑡′)− 𝜌(𝑡)𝐴(𝑡)

𝜌(𝑡)
> −𝑚(𝜆)

for some 𝜆 > 1 and all 0 < 𝑡 < 𝑡′ 6 𝜆𝑡, then

𝐴(𝑡) = 𝑂(1) as 𝑡 → ∞.

Condition (R) above also appeared, as Condition (R–O), in an earlier note of
(Avakumović, 1935). V. G. Avakumović himself, however, did not further investigate
functions possessing this property in other works, so one may view (Avakumović, 1935)
as an origin of the topic of (R–O) functions, later also called O-regularly varying (ORV)
functions. It was Karamata (1936) who first studied properties of such functions in
more detail, in fact, he returned to the notation (R–O) (instead of (R)) and introduced
a different version of this condition (cf. (3) in Karamata, 1936, p. 210). Later Bojanic
and Seneta (1971) continued the study of functions satisfying (R–O) (see also Seneta,
1976, Appendix A).

Nowadays the notation ORV (or simply OR) is mainly used in the literature for the
class of functions satisfying (R–O) or (R), respectively. In view of the above history,
however, the notions of Avakumović functions or Avakumović–Karamata functions
could also be considered as appropriate names for this type of functions (see, e.g.,
Buldygin, Klesov, and Steinebach (2002, 2004)) (also see (Buldygin, Indlekofer, Klesov,
& Steinebach, 2018)).
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In the sequel we shall briefly mention some other developments, extensions and
generalizations, which have been contributed to the theory of ORV functions by several
authors. Bari and Stechkin (1956) and Matuszewska (1962), for example, obtained
some related results without referring to the works of Avakumović or Karamata. More
details on this are given in (Seneta, 1976) and (Bingham, Goldie, & Teugels, 1989).

Aljančić and Aranđelović (1977) made a step from (R) towards Karamata’s (Karamata,
1936) form of the condition. Let

𝑓*(𝜆) = lim inf
𝑥→∞

𝑓(𝜆𝑥)

𝑓(𝑥)
, 𝑓 *(𝜆) = lim sup

𝑥→∞

𝑓(𝜆𝑥)

𝑓(𝑥)
, 𝜆 > 0,

be the lower and upper limit functions for 𝑓 . Among other results, it is shown
in (Aljančić & Aranđelović, 1977) that, for measurable functions 𝑓 , (R) is equivalent
to the condition that

𝑓 *(𝜆) < ∞ for each 𝜆 > 0. (C)

Then (R) is a kind of a uniform convergence theorem for ORV functions.
Feller (1969) used a dominated variation condition for monotone functions which

turns out to be equivalent to (C). Such a dominated variation condition and some
properties of the corresponding functions have also been studied in (Krasnosel’skii &
Rutickii, 1961).

Some other related conditions have been introduced. For example, the class of
extended regularly varying (ER) functions is characterized by the property that

𝜆𝑐 6 𝑓*(𝜆) 6 𝑓 *(𝜆) 6 𝜆𝑑 for each 𝜆 > 1

(confer, e.g., Bingham et al. (1989, Definition on p. 65), who also refer to Matuszewska
(1965) for this notion).

An even wider class is given by Cline’s (Cline, 1994) intermediate regularly vary-
ing (IR) functions satisfying

lim
𝜆→1

𝑓*(𝜆) = 1 or, equivalently, lim
𝜆→1

𝑓 *(𝜆) = 1

(see also Buldygin, Klesov, and Steinebach (2002)). Obviously, the classes are nested,
i.e., ER ⊂ IR ⊂ OR.

A natural generalization of the class of Avakumović functions has been presented
in Buldygin, Klesov, and Steinebach (2004). Therein, a point 𝜆 is called regular for a
function 𝑓 defined on (0,∞), if the limit

lim
𝑥→∞

𝑓(𝜆𝑥)

𝑓(𝑥)

exists and is finite, and it is shown that the set of regular points is a multiplicative
group. If this group is non-degenerate, i.e., if it contains at least one more 𝜆 ̸= 1,
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then one can explicitly describe the limit functions 𝑓* and 𝑓 * as well as obtain a
characterization of such functions. Namely, the limit functions are of the form

𝑓*(𝜆) =
𝜆𝜌

𝑃 (− log 𝜆)
and 𝑓 *(𝜆) = 𝜆𝜌𝑃 (log 𝜆), 𝜆 > 0,

where 𝜌 ∈ R and 𝑃 is a periodic function being uniformly bounded away from 0 and
∞. Moreover, 𝑓 can be represented as

𝑓(𝑥) = 𝑥𝜌𝑠(𝑥),

where 𝑠 is a O-slowly varying (OSV) function such that 𝑠*(𝜆) = 𝑃 (log 𝜆) (cf. Drasin
and Seneta (1986) for the definition and properties of OSV functions).
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Анотацiя. Статтю присвячено розвитку iдеї правильно змiнної змiни функцiй дiйсного
аргументу. Особливу увагу придiлено узагальненню цього поняття, яке вперше з’явилось у
статтi В. Авакумовiча в 1936 роцi сербсько-хорватською мовою. Зараз ця властивiсть познача-
ється ORV або OR, хоча iнодi використовується й оригiнальне позначення R–O. Функцiї, якi
мають цю властивiсть, називаються функцiями Авакумовича–Карамати. В статтi прослiджено
розвиток властивостi ORV в статтях iнших авторiв, починаючи з роботи Й. Карамати, також
опублiкованiй у 1936 роцi.

У XX сторiччi ця властивiсть дослiджувалась здебiльшого у зв’язку з конкретними засто-
суваннями у математичному аналiзi або теорiї ймовiрностей (див., наприклад, Барi та Стєчкiн
(1956) або Феллер (1969), а також iншi роботи у списку лiтератури). Пiзнiше з’явилися роботи,
у яких властивiсть ORV використовувалась у теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, теорiї
чисел, комплексному аналiзi, функцiональному аналiзi тощо.

Разом з цим з’явилося розумiння, що ця властивiсть є надто загальною, а її частковi випадки
також мають широке коло змiстовних застосувань. Особливу увагу у другiй частинi статтi при-
дiлено властивостям PRV та невиродженостi групи регулярних точок, якi автори дослiджували
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разом з В.В. Булдигiним та К.-Х. Iндлекофером, починаючи з 1999 року. Властивiсть невиро-
дженостi групи регулярних точок вирiзняє з класу ORV тi функцiї, у яких границя Карамати
iснує для принаймнi двох точок. Виявляється, що кожну з таких функцiй можна зобразити
як добуток певної функцiї Карамати на iншу логарифмiчно перiодичну функцiю, тобто такi
функцiї утоворюють бiльш широкий клас, нiж правильно змiннi функцiї Карамати.

Клас RV складається з тих функцiй, якi зберiгають асимптотичну еквiвалентнiсть як по-
слiдовностей, так i функцiй. Неявно таку властивiсть використовували ранiшо багато iнших
авторiв, проте вони не помiчали, що за нею прихована теорiя, багата на результати внутрi-
шнього характеру та на застосування. Детально властивостi невиродженостi групи регулярних
точок та збереження асимптотичної еквiвалентностi викладено у монографiї Булдигiн, Iндле-
кофер, Клесов та Штайнебах (2018).

Ключовi слова: правильно змiннi функцiї; ORV-функцiї; невироджена група регулярних

точок; збереження асимптотичної еквiвалентностi.


	References

